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Prefacio

O trabalho em questao cobre os tépicos abordados na disciplina Circuitos Digitais.

O presente volume apresenta um contetdo teérico. O contetddo pratico, utilizando cédigos
de programas demonstrativos, pode ser encontrado no volume entitulado Apostila com Codigos
de Programas Demonstrativos usando a linguagem VHDL para Circuitos Digitais.

As apostilas foram escritas com o intuito de servir como uma referéncia rapida para os
alunos do curso de graduacao em Engenharia de Telecomunicagoes da Universidade Federal
Fluminense (UFF).

O material basico utilizado foram as minhas notas de aula que, por sua vez, originaram-se
em uma coletanea de livros sobre os assuntos abordados.

A motivagao principal foi a de aumentar o dinamismo das aulas. Portanto, deve ficar bem
claro que esta apostila nao pretende substituir os livros textos ou outros livros de referéncia.
Muito pelo contrario, ela deve ser utilizada apenas como ponto de partida para estudos mais
aprofundados, utilizando-se a literatura existente.

Espero conseguir manter o presente texto em constante atualizagao e ampliacao.

Corregoes e sugestoes sao sempre bem-vindas.

Alexandre Santos de la Vega
UFF/TCE/TET
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Capitulo 1

Descricao do documento

1.1 Introducao

Este ¢ um documento em constante atualizagao.
Ele consta de topicos desenvolvidos em sala de aula.
Na preparagao das aulas sao utilizados os seguintes livros:

— Livros indicados pela ementa da disciplina: | 1, [ ].

— Livros indicados pelo professor: | I, 1 I, 1 I, 1 .
Este documento aborda os seguintes assuntos:

— Circuitos digitais combinacionais.
— Circuitos digitais seqiienciais.
— Circuitos digitais programaveis.

Um resumo do conteido programatico ¢ apresentado a seguir, assumindo um periodo
letivo de 15 semanas, com uma carga horaria de 60 horas.

1.2 Circuitos digitais combinacionais <28 horas>

Conceitos basicos: busca contextualizar o topico no ambito do curso de graduagao e
apresentar os conceitos que serao necessarios ao longo do texto. <2 horas>

Funcoes logicas: que define as bases para a representacao de informagoes ndo numéricas
em circuitos digitais tradicionais. <6 horas>

Algebra de Boole: que apresenta um formalismo matemético para a estrutura algébrica
da légica implementada em circuitos digitais tradicionais. <2 horas>

Formas padroes para representacao de expressoes booleanas: que define formas de ex-
pressoes booleanas adequadas a um processo sistematico de simplificagdo das mesmas.
<4 horas>

Simplificacao algébrica de expressdes booleanas: que ilustra um processo algébrico para
a simplificacao sistematica de expressoes booleanas. <4 horas>
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Mapa de Karnaugh: que apresenta uma ferramenta tabular para a simplificagdo sis-
tematica de expressoes booleanas. <4 horas>

Sistemas de numeracgao: que define as bases para a representacao de quantidades numéri-
cas em circuitos digitais. <6 horas>

Circuitos combinacionais basicos: que apresenta os blocos funcionais combinacionais basi-
cos utilizados em sistemas digitais. <Distribuidos ao longo da apresentacao do contetido
e exercitados na forma de trabalhos>

1.3 Circuitos digitais seqiienciais <16 horas>

Conceitos bésicos: busca contextualizar o topico no ambito do curso de graduagao e
apresentar os conceitos que serdao necessarios ao longo do texto. <2 horas>

Elementos basicos de armazenamento: apresenta os elementos de armazenamento utiliza-
dos nos circuitos seqiienciais abordados neste texto. <6 horas>

Circuitos seqiienciais do tipo clock-mode: define as caracteristicas dessa classe de circuitos
e aborda os procedimentos, as técnicas e as ferramentas de andlise e de projeto para
circuitos da classe. <8 horas>

Circuitos seqiienciais do tipo pulsed: define as caracteristicas dessa classe de circuitos
e aborda os procedimentos, as técnicas e as ferramentas de andalise e de projeto para
circuitos da classe. <Apenas contextualizado em Conceitos basicos>

Circuitos seqiienciais do tipo level-mode: define as caracteristicas dessa classe de circuitos
e aborda os procedimentos, as técnicas e as ferramentas de andlise e de projeto para
circuitos da classe. <Apenas contextualizado em Conceitos basicos>

1.4 Circuitos digitais programaveis <8 horas>

Circuitos programéaveis: apresenta uma breve descricao sobre circuitos digitais que po-
dem ser configurados para cumprir diferentes fungdes, combinacionais e/ou seqiienciais.
<2 horas>

Nogoes bésicas sobre Linguagem de Descricao de Hardware (Hardware Description Lan-
guage ou HDL). <2 horas>

Nogoes basicas sobre as HDLs comumente utilizadas (VHDL e Verilog). <4 horas>

1.5 Aplicacgoes

Aplicagoes: exemplos de aplicagoes sao distribuidos ao longo da apresentacao do contetido
e exercitados na forma de trabalhos.

AS.V.
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Capitulo 2

Conceitos basicos

Nesse capitulo, sao brevemente abordados alguns itens genéricos sobre modelagem matematica,
teoria de sistemas, sistemas de comunicacao, processamento de sinais e implementacoes analog-
icas e digitais, porém sem o rigor matematico exigido por uma literatura especializada no
assunto. Primeiramente, a modelagem matematica é brevemente citada, bem como sao apre-
sentadas uma definicao e algumas classificagoes sobre sinais e sistemas. Para auxiliar em tais
classificacoes, a discretizagao de sinais é brevemente apresentada, bem como os conceitos de
estado e de variaveis de estado sdo abordados. Em seguida, é apresentada uma visao geral dos
sistemas de comunicacao, do processamento de sinais e da arquitetura de sistemas de processa-
mento digital. Finalmente, é apresentada uma comparagao entre as implementagoes analégicas
e digitais.

2.1 Modelagem matematica

Na solugdo de um problema (fisico ou matemético) é comumente empregado o processo
sistematico descrito a seguir. Inicialmente, o problema original é mapeado em um sistema
matematico equivalente. Em seguida, o problema matematico equivalente é resolvido. Por fim,
¢ realizado um mapeamento do resultado matematico em uma solugao para o problema original.
As motivagoes mais comuns para o emprego desta metodologia sao as seguintes: simplificar a
formulacao do problema original, buscando simplificar a sua solugao, ou mapear o problema
original em um problema mateméatico com solug¢oes ja conhecidas.

2.2 Teoria de sistemas

O ramo matematico da Teoria de Sistemas trata do estudo de elementos abstratos denomi-
nados de Sinais e de Sistemas. Ela representa um poderoso sistema formal de modelagem para
os mais diversos tipos de sistemas (fisicos ou mateméticos).

Tanto na andlise quanto na sintese (ou projeto) de sistemas fisicos, é comum que, em uma
primeira etapa, eles sejam matematicamente modelados. Em seguida, o trabalho em questao é
realizado sobre o modelo matematico adotado. A Teoria de Sistemas ¢ largamente empregada
nesses casos.
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2.3 Definicao de sinal
Em relacao aos sinais, podem-se destacar as seguintes defini¢oes e consideragoes iniciais:
e Sinal: entidade que carrega informacao.

e Visao matematica de sinal: variavel funcionalmente dependente de uma ou mais variaveis
independentes. Ex.: y = f(x), z = f(x,y), w = f(x,y, 2).

e Visao fisica de sinal: grandeza fisica.

e Tipos de sinais de acordo com o niimero de variaveis independentes:

Unidimensional. Ex.: dudio = f(¢).

Bidimensional. Ex.: imagem = f(x,y).
— Tridimensional. Ex.: video = f(z,y,1).

— Multidimensional. Ex.: tomografia/sismologia = f(vi(t),va(t), -+ , vy (t),1).

2.4 Definicao de sistema

Entre as inimeras defini¢oes de sistemas existentes, pode-se destacar a seguinte:

“Um sistema é um conjunto de elementos que interagem entre si,
a fim de realizar uma determinada tarefa.”

Notam-se, na defini¢ao acima, trés partes: os elementos, a interacao e o objetivo.

Primeiramente, a existéncia do sistema esta vinculada a existéncia de uma funcdo a ser
realizada. Porém, para alcancar o objetivo desejado, nao basta apenas que se reunam elementos.
Pelo contrario, eles devem, sobretudo, apresentar alguma forma de interacdo. E, para que os
elementos interajam entre si e com o exterior, alguma forma de conexao interna e externa deve
existir. Portanto, a interacdo carrega trés significados: a existéncia de uma informacao a ser
trocada, a troca de informacao em si e a presenca de conexdes que possibilitem a troca.

Em resumo, um sistema, como definido acima, pode ser caracterizado pelos seguintes itens:

e Elementos: que interagem, trocando informagcao, para cumprir o objetivo do sistema.
e Conexao: que possibilita a comunicagao entre os elementos.

e Variaveis: que armazenam as informagoes manipuladas pelos elementos.

e Funcao: que é razao pela qual o sistema deve ser implementado.

Uma descri¢ao pictérica de um sistema é mostrada na Figura 2.1. Tal descricao é definida
como Diagrama de Caixa Preta (Black Box Diagram), uma vez que nao apresenta qualquer
descricao interna do sistema. Nesse caso, definem-se apenas as relagoes entre as variaveis
externas do sistema (entradas e saidas).

AS.V.
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Figura 2.1: Diagrama de caixa preta de um sistema.

Os sistemas fisicos elétricos costumam ser definidos da seguinte forma:

Variaveis: usualmente a informacgao é codificada nas grandezas fisicas tensao e corrente.
A tensao é associada ao acimulo de carga elétrica ou a energia potencial. A corrente, por
sua vez, € associada ao movimento de carga elétrica ou a energia cinética. A associacao
de ambas permite definir poténcia e energia.

Elementos: a fim de modelar as fontes fisicas de energia elétrica e os efeitos fisicos de
resisténcia, capacitancia e indutancia, sao utilizados os respectivos elementos ideais de
circuito: fontes independentes, fontes dependentes, resistor, capacitor, auto-indutancia
e indutancia mutua. A forma como cada elemento manipula as variaveis do circuito é
descrita na equacgao de definicao de cada elemento.

Conexao: em circuitos de baixa freqiiéncia, sdo utilizadas as leis de tensao e de corrente
de Kirchoff para descrever as conexdes entre os elementos. A fim de sistematizar a analise
e o projeto de circuitos, é comum que se utilize a teoria mateméatica de grafos para
descrever matematicamente os circuitos e, portanto, a conexao existente nos mesmos.

Os sistemas matematicos digitais costumam ser definidos da seguinte forma:

Variaveis: a informagao mais fundamental é codificada em nimeros, os quais sdo repre-
sentados em um determinado Sistema de Numeracao, com um nimero finito de simbolos.
Tipicamente, é utilizado o Sistema de Numeragao Posicional Convencional (SNPC), com
base b = 2 e codificacdo em complemento a 2.

Elementos: os elementos mais fundamentais sao as denominadas portas légicas, que
implementam as fungoes basicas da logica classica. A partir delas, sdo construidos todos
os demais elementos, inclusive os elementos armazenadores de informacao.

Conexao: sao utilizadas equacoes logicas para descrever as conexoes entre os elementos.

2.5 Discretizacao de sinais

2.5.1 Definicao e classificagoes

A discretizacdo pode ser definida como a selecao de alguns valores individuais dentro de
uma extensa faixa de valores (continua ou ja discretizada).

De acordo com a forma segundo a qual a selecao de cada valor é realizada, a discretizagao
pode ser classificada como: uniforme (ou periédica) e nao uniforme (ou nao periédica). Na
discretizagdo uniforme, existe uma regularidade (periédica) na selecao de cada valor. Nesse

caso,

h& um intervalo tinico, fixo e minimo, que representa um periodo fundamental, segundo

o qual cada valor é selecionado. Esse intervalo fundamental é denominado de resolugao da
discretizacdo. Em outras palavras, dentro da faixa de valores considerada, sao selecionados
apenas aqueles valores que sao multiplos inteiros da resolugao, ignorando-se os demais valores.

TET / UFF
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Por sua vez, na discretiza¢ao nao uniforme (ou nao periédica), ndo hd um periodo fundamental
na selecao de cada valor individual. Nela, a selecao pode ser realizada nos mais diversos padroes.

Na discretizagao uniforme, os valores individuais sdo multiplos inteiros do valor da resolugao
(v =N Vpes;n € Z). Caso seja realizada uma normalizagao sobre o conjunto de valores discretos,
empregando-se o valor da resolucao, sera obtido um novo conjunto de valores, que serao inteiros
e adimensionais (Unorm = V/Ures = n). Por essa razdo, costuma-se dizer que a discretizacao
uniforme pode transformar uma faixa de valores em uma grade (grid) de valores inteiros e
adimensionais. Nesses casos, é importante nao perder a informacao sobre o valor da resolucao.

A Figura 2.2 ilustra graficamente o processo de discretizacao uniforme, para dois valores
de resolugao diferentes, dentro de uma faixa unitéria continua. Na Figura 2.2.(a), é obtido um
nimero inteiro de intervalos na discretizacdo da faixa considerada. Na Figura 2.2.(b), isso nao
é possivel, fazendo com que a parte final da faixa encontre-se dentro de um intervalo de valores
nao selecionados. Em ambos os casos, dados o comprimento total L e a resolugao R, o nimero
de segmentos S de comprimento R é dado por S = int (%), onde int(x) é a parte inteira de .

Por sua vez, a quantidade de pontos P é dada por P = (S + 1).

0 1 2 3 4 0 1 2 3
0.00 025 050 075 1.00 0.0000 0.3125 0.6250 0.9375

Pa A oy rl\ rl\ Pa A A |

4
Y Ng \% \% Y Y Ng \% ¥
0

1 0 1

(a) Ntmero inteiro de intervalos. (b) Ntimero nao inteiro de intervalos.

Figura 2.2: Exemplo de discretiza¢ao uniforme, para dois valores de resolucao diferentes, dentro
de uma faixa unitaria continua.

Em uma relagdo funcional do tipo y = f(z1,xs, x3,...), definem-se y como variavel depen-
dente e xp como variaveis independentes. O processo de discretizacao das variaveis indepen-
dentes z, é denominado de amostragem. Por sua vez, o processo de discretizacao da variavel
dependente y é denominado de quantizagao. Isso é brevemente descrito a seguir.

2.5.2 Amostragem

Dada a funcao y(x), o processo de amostragem da varidvel dependente y envolve as seguintes
etapas: a discretizacao de todos os possiveis valores da variavel independente x e a selecao dos
valores de y em tais valores discretos de z.

Comumente, é adotada a seguinte convengao: no caso de uma fun¢do continua y(x), se a
amostragem for efetuada em um ponto x, onde ocorre uma eventual descontinuidade, o valor
da amostra devera ser y(z4) = lim._,oy(xq + €), € > 0.

E importante observar que a amostragem realiza uma conexao entre a funcio no seu dominio
original e a nova func¢ao no dominio discreto. Para que a fun¢ao no seu dominio original tenha
uma relagao biunivoca com a nova fungdo no dominio discreto, alguns requisitos devem ser
atendidos. Tais requisitos serao discutidos posteriormente.
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2.5.3 Amostragem uniforme

Considerando a func¢ao y(x), onde x é uma variavel qualquer, a amostragem ¢ denominada
de uniforme (ou periédica) quando cada valor discreto de z é obtido de acordo com um intervalo
periddico de discretizagao. Nesse caso, o intervalo minimo (periodo fundamental) é a resolucao
da amostragem z,.s. Desse modo, obtém-se a amostragem uniforme y(n z,.s) da funcao y(z).

Os valores discretos £p = n x,.s ainda podem ser normalizados pela resolucao, gerando um
novo conjunto de valores & pporm = Tp/Tres = N, que serdo inteiros e adimensionais. Com isso,
obtém-se uma seqiiéncia de valores indexados y[n| a partir da amostragem uniforme y(n ;)
da fungao y(z).

A amostragem pode ser matematicamente modelada por um processo de multiplicacao de
uma fun¢ao y(z) por um trem de impulsos unitarios dg(z), com periodo igual & resolugao s,
seguida do célculo da drea (por calculo integral) de cada impulso resultante.

Embora a variavel t seja comumente associada ao tempo, ela também pode ser considerada
uma varidvel genérica. Assim, independentemente do significado de ¢, na amostragem uniforme
(ou periddica) de uma fungao y(t), a resolucao t,.; é denominada de intervalo minimo ou
periodo fundamental de amostragem Tg (sampling interval ou sampling period). Da mesma
forma, pode ser definida uma taxa ou freqiiéncia de amostragem Fg = Tis (sampling rate ou
sampling frequency).

A quantidade de pontos armazenados NV,.., considerando-se uma amostragem uniforme, com
intervalo Ty, durante uma faixa de tempo T,.., é dada por

TT‘@C
Nyee = [mt () + 1] amostras,
Ts

onde int(zx) é a parte inteira de x.
A Figura 2.2 pode ser usada para ilustrar graficamente o célculo de N,... Na Figura 2.2.(a),
podem ser considerados T.. =1 e Tg = 0.25, o que fornece

TTCC . 1 .
Nyee = int ( > +1=1int (> +1=1int(4.0)+ 1= (4) + 1 = 5 amostras.
Ty 0.25

Na Figura 2.2.(b), podem ser considerados T,.. = 1 e Ts = 0.3125, o que fornece

TTEC .
Nrec:int<T >+1:mt<

) +1=1int(3.2) +1 = (3) + 1 = 4 amostras.
s

0.3125

2.5.4 Quantizacao

Dada a fungao y(x), o processo de quantizagao Q{-} da varidvel dependente y envolve as
seguintes etapas: a discretizacao da faixa de possiveis valores ocupados por y e a aproximacao
de um determinado valor de y para um dos dois valores discretos mais proximos, que sao o
valor imediatamente inferior Q;,,s{y} e o valor imediatamente superior Q,,{y} em relagao ao
valor original de y. A representacdo de y por Qinr{y} ou Qsup{y} vai depender da técnica de
aproximagao utilizada.

Uma vez que a quantizagao substitui o valor real de y por um valor aproximado yg = Q{y},
cla sempre vai apresentar um denominado erro de quantizacao eg = (y — yg), definido pela
técnica de aproximagao utilizada.

As técnicas de aproximacao mais comumente utilizadas sdo o truncamento e o arredonda-
mento.

TET / UFF
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2.5.5 Quantizacao uniforme

A quantizacao Q{-} ¢ denominada de uniforme quando cada valor quantizado yo = Q{y}
¢é obtido de acordo com um intervalo periddico de discretizagao. Nesse caso, o intervalo minimo
(periodo fundamental) é a resolu¢ao da quantizagdo Qyes.

Os valores quantizados yg = m Qs ainda podem ser normalizados pela resolucao, gerando
um novo conjunto de valores yYgnorm = Yo/Qres = M, que serao inteiros e adimensionais.

2.5.6 Sampling rate, bit depth e bit rate

Os termos sampling rate, bit depth e bit rate representam parametros associados com fungoes
onde tanto as variaveis independentes quanto a variavel dependente sao discretizadas, tal como
a seqliéncia yg|[n).

Assumindo que yg[n] é uma seqiiéncia indexada, obtida por meio da amostragem uniforme
y(n t,es) da fungao y(t), o parametro sampling rate ou sampling frequency (taxa ou freqiiéncia
de amostragem) Fs = T% é associado a resolucao da amostragem uniforme t,., = Tg, que é
o sampling interval ou sampling period (intervalo ou periodo de amostragem). No SI | ],
a unidade de medida de Ts é o segundo (s) e de Fg é o hertz (Hz), onde 1 Hz = 1 ciclo/s.
Por exemplo, um dos padroes comerciais usados para amostragem de um sinal de dudio ¢ uma
sampling rate de Fg = 44,1 kHz.

Assumindo que yg[n] é uma seqiiéncia indexada, obtida por meio da quantizac¢do uniforme
Q{-} da seqiiéncia indexada y[n|, o parametro bit depth (profundidade de bits) Dy;s € associado
com a quantidade de simbolos binérios (binary digits ou bits) usados na representacao de cada
valor de yg[n], assumindo o uso de um Sistema de Numeragao Posicional Convencional (SNPC),
com base b = 2. Por exemplo, um dos padroes comerciais usados para quantizacao de um sinal
de audio é uma bit depth de Dy;s = 16 bits.

Pode-se dizer que o pardmetro bit rate (taxa ou freqiiencia de bits) Fp representa uma
associacao dos parametros sampling rate e bit depth. Dada uma sampling rate Fg, tem-se a
ocorréncia de Fg valores (amostras) a cada segundo. Por sua vez, para uma bit depth Dy,
emprega-se Dy;s bits para representar cada valor (amostra). Portanto, pode-se definir uma bit
rate dada por Fg = Fg - Dy;s com unidade dada por (amostras/s) - (bits/amostra) ou (bits/s)
ou bps (bits por segundo). Por exemplo, para um padrao comercial onde Fs = 44,1 kHz e
Dyirs = 16 bits, obtém-se Fg = Fg - Dyyys = 44,1 - 16 = 705, 6 kbps.

2.6 Classificacoes de sinais

De acordo com os tipos das variaveis envolvidas, podem-se identificar as seguintes classes:
e Sinal analdgico: todas as variaveis sdo continuas.

e Sinal amostrado: discretizagao das varidveis independentes (amostragem).

e Sinal quantizado: discretizagao da varidvel dependente (quantizagao).

e Sinal digital: todas as varidveis sdo discretas (amostragem + quantizacao).

Para um sinal amostrado e um sinal digital, cabe ressaltar que ambos podem ser representa-
dos por um conjunto ordenado, cujos elementos sao valores numéricos. Portanto, nesses casos,
o sinal é interpretado como uma seqiiéncia indexada (ou um vetor) de ntimeros. Para um sinal
amostrado, pode-se considera-lo um vetor com indice inteiro e elementos reais. Para um sinal
digital, pode-se considera-lo um vetor com indice inteiro e elementos inteiros.
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2.7 Classificacoes de sistemas

Ao se classificar um sistema, procura-se por alguma caracteristica que possa ser util na sua
andlise e/ou no seu projeto e/ou na sua aplicagdo. Algumas classificagoes possiveis sao:

Tipo de sinal manipulado: Analégico x Amostrado x Quantizado x Digital x Hibrido.

Causalidade: Causal x Nao causal.

Variancia ao tempo: Variante x Invariante ao tempo.

Linearidade: Linear x Nao linear.
e Armazenamento: Instantaneo (sem memoéria) X Dindmico (com memodria).

Os sistemas abordados no presente texto serao classificados, na sua grande maioria, como
sistemas dindmicos, lineares, invariantes ao tempo, causais e amostrados/digitais.

2.8 Estado e variaveis de estado de um sistema dinamico

O estado de um sistema, em um determinado instante, pode ser descrito como o conjunto
formado pelos valores que cada uma de suas varidveis assume nesse instante. Porém, assim
como todos os elementos de um determinado espaco vetorial podem ser descritos por uma
combinagao linear dos elementos de uma de suas bases, pode-se mostrar que todas as variaveis
de um sistema podem ser definidas por uma combinacao linear de um conjunto minimo de suas
variaveis. Logo, o estado de um sistema pode ser determinado por um dos possiveis conjuntos
minimos de suas variaveis. Surge, entao, o conceito de variaveis de estado, definidas por:

“Variaveis de estado de um sistema é o conjunto minimo de variaveis
(linearmente independentes entre si) do sistema que, conjuntamente
com as entradas do sistema no instante ty, é capaz de definir as saidas
do sistema para t > ty.”

Define-se como ordem de um sistema o nimero de varidveis que compdem o conjunto de
variaveis de estado do sistema.

Assim como as bases dos espacos vetoriais ndo sao unicas e algumas delas apresentam
caracteristicas especiais (bases candnicas, bases ortogonais, bases ortonormais), o conjunto de
variaveis de estado também nao é tinico e alguns deles apresentam caracteristicas especiais que
facilitam tanto a analise quanto o projeto de circuitos.

Nos circuitos elétricos, os capacitores e os indutores sao os elementos capazes de armazenar
energia. Logo, as tensoes dos capacitores e as correntes dos indutores sao candidatas naturais
para o conjunto das variaveis de estado de um circuito analégico. Deve-se ter atencao para os
seguintes casos: malhas que contenham apenas capacitores e nés onde estejam ligados apenas
indutores. Em ambos os casos, uma das variaveis serd uma combinacao linear das demais, nao
podendo fazer parte do conjunto de varidveis de estado do circuito.

De acordo com a capacidade de armazenar informacao, os circuitos digitais podem ser
divididos em dois grandes grupos: circuitos combinacionais e circuitos seqiienciais. Como o
nome indica, a saida de um circuito combinacional é funcao de uma simples combinacao logica
das suas entradas. Logo, essa classe de circuitos ndo consegue armazenar informagao. Por sua
vez, a denominacao seqiiencial indica que a ordem segundo a qual as entradas foram aplicadas
ao longo do tempo influencia a saida do circuito. Isso indica que, nessa classe, existem elementos
que conseguem armazenar informacao. Portanto, as saidas dos elementos armazenadores sao
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14 Capitulo 2. Conceitos basicos

candidatas naturais para o conjunto das variaveis de estado de um circuito digital. Porém, assim
como no caso analdgico, pode haver redundancia em relacao aos elementos armazenadores de
informagao, sendo necessario garantir a escolha de um conjunto minimo.

2.9 Exemplo de aplicacao de processamento digital

A seguir, é apresentada uma visao geral para um exemplo de aplicacao de processamento
digital em sistemas de comunicacao.

2.9.1 Sistemas de comunicagao

O ato de comunicar pode ser definido como o transporte de uma informacao, através de um
meio adequado, de uma fonte a um destino. Por sua vez, telecomunicagao significa comunicar
a distancia, onde deve ser ressaltado o carater relativo que possui o conceito de distancia.
A Figura 2.3 ilustra o processo de comunicagao através de um sistema de comunicagao genérico.

Sistema )
Fonte o Destino
de Transmissao
Info a transmitir Info transmitida

Figura 2.3: Sistema de comunicacao genérico.

2.9.2 Subsistemas de comunicagao

A Figura 2.4 ilustra uma possivel composi¢do para um sistema de comunica¢do com um
sistema de transmissao genérico. A divisao apresentada para o sistema de transmissao é apenas
didéatica e genérica. Porém, alguns pontos merecem destaque, os quais sao apresentados a
seguir.

Fonte Transmissor Sinal a transmitir

Info a transmitir

, Meio ou Canal
Ruido oo
de Transmissao

Info transmitida

Destino Receptor Sinal transmitido

Figura 2.4: Sistema de comunicacao com sistema de transmissao genérico.
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Na Figura 2.4, deve-se observar a presenca de um novo elemento denominado de sinal,
que é definido como uma entidade que carrega informacao. Assim, a func¢ao do transmissor
é, basicamente, adequar a informacdo a ser transmitida ao meio de transmissao escolhido.
Isso é feito através da codificagdo da informacdo em um sinal que o meio possa transmitir
eficientemente. A fim de modelar as imperfeicoes do processo de transmissdao, um sinal nao
desejado (ruido) é anexado ao meio. Finalmente, a fungdo do receptor é tentar recuperar a
informacao original, através da decodificagao do sinal transmitido.

Dependendo do sistema de transmissao modelado, inimeras outras divisdes podem ser
propostas, onde varios subsistemas diferentes podem ser utilizados, possuindo os mais diversos
nomes e funcoes. A titulo de exemplo, a Figura 2.5 apresenta o diagrama de blocos de um
sistema de comunicag¢ao com um sistema de transmissao digital genérico.

Fonte Conversor Codificador Codificador
) Modulador
Analogica A/D de fonte de canal
Fonte Digital Processamento Digital
Ruid Canal
: uido
Destino Analogico
Digital
Destino Conversor Decodificador Decodificador
. Demodulador
Analogico D/A de fonte de canal

Processamento Digital

Figura 2.5: Sistema de comunicac¢ao com sistema de transmissao digital genérico.

2.9.3 Sinais e meios de transmissao

Diversas sao as possibilidades de implementacao, tanto dos sinais que carregam a informagao
desejada quanto do meio ou canal que transmitird tais sinais.

Naturalmente, existe uma grande relacao entre o sinal a transmitir e o meio ou canal de
transmissao. Assim, a escolha de determinado sinal implicara a utilizacao de uma determi-
nada classe de canais. Da mesma forma, a escolha de um determinado meio de transmissao
possibilitard o uso de uma classe especifica de sinais.

Nas situacgoes onde nao é possivel um casamento adequado entre sinal e canal, um ou mais
subsistemas devem ser adicionados, com a finalidade de gerar um sinal mais adequado ao meio
disponivel, a partir do sinal original. Isso ¢ ilustrado na Figura 2.5, onde os blocos Modulador
e Demodulador sao responsaveis por compatibilizar a transmissao de sinais digitais através de
um canal analégico.

Nos casos onde diversas técnicas sao empregadas, com o intuito de melhorar a qualidade
e a eficiéncia da transmissao, diversos sinais intermediarios podem ser gerados. Isso também
¢ exemplificado na Figura 2.5, onde os conversores A/D (Analégico/Digital) e D/A (Digi-
tal/Analdgico) sdao utilizados a fim de permitir que técnicas de processamento de sinal digital
possam ser empregadas em um sinal originalmente analdgico.

TET / UFF
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2.10 Processamento de sinais

Algumas das definigbes bésicas em processamento de sinais sdo as seguintes:

e Objeto do processamento: sinal (definido como uma entidade que carrega informacao).

Agente do processamento: sistema.

— “Um sistema é um cojunto de elementos, que interagem entre si, com o objetivo de
realizar uma determinada funcao”.

— Arquitetura de um sistema: variaveis, elementos, topologia e funcao.

Dominio do processamento: dominio no qual a funcao do agente é definida.

— Tempo/espago (forma) x freqiiéncia (composigao espectral).

Acao do processamento: fungao exercida pelo agente sobre o objeto.

— Conformagao (tempo/espago) x Alteragao espectral (freqiiéncia).

Arquitetura genérica do processamento:

— Sinal de entrada (ou estimulo ou excitagdo ou perturbagio).
— Condigoes iniciais ou estado inicial.
— Sistema.

— Sinal de saida (ou resposta).

Nomenclatura usual: “Sinal” (sinal desejado) x “Ruido” (sinal indesejado).

2.11 Arquitetura de sistemas de processamento digital

A arquitetura genérica de um sistema hibrido de processamento digital de sinais é formada
pelos seguintes elementos:

e Sinal de entrada analégico z,(t): comumente, um sinal elétrico (tensdo ou corrente).
e Pré-processamento analdgico:

— Filtro analégico anti-aliasing: com seletividade em freqiiéncia do tipo passa-baixa.

— Sinal de entrada analdgico filtrado z¢(t): sinal analégico, gerado pelo filtro anti-
aliasing, a partir do sinal z,(t).

— Amostragem e retengao (Sample-and-Hold ou S/H): responséavel por obter amostras
do sinal de entrada analdgico e por manter fixo o valor de cada amostra durante um
determinado tempo. Ele é utilizado para que a amostra seja diretamente processada
por um sistema a dados amostrados ou para que ela seja convertida em um ntmero
a ser processado por um sistema digital.

— Sinal de entrada analégico (amostrado e retido) x(nTs): sinal analégico, gerado
pelo S/H, a partir de amostras do sinal z¢(t). Também é denominado de sinal de
dados amostrados (sampled-data signal).
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— Quantizador: condiciona os valores das amostras a valores representaveis no sistema
digital.

— Codificador: converte o valor de cada amostra em uma representacao valida no
Sistema de Numeragao utilizado no sistema digital. Tipicamente, é utilizado o
Sistema de Numeracao Posicional Convencional, com base b = 2 e codificagdo em
complemento a 2.

— Conversor Analdgico-Digital (Analog to Digital Converter ou ADC ou A/D):
definido como um bloco funcional, formado pela uniao “Quantizador + Codificador”
ou “S/H + Quantizador + Codificador”. O sinal SOC (Start Of Conversion) provoca
o inicio de uma conversao, enquanto o sinal EOC (End Of Conversion) notifica o
seu término.

Sinal de entrada digital {x[n]}q: seqiiéncia numérica quantizada que possui uma repre-
sentacao numérica computacional.

Processador de sinal digital (Digital Signal Processor ou DSP): implementado por um
circuito digital, que pode ser fixo, configuravel ou programavel.

Sinal de saida digital {y[n]}o: seqiiéncia numérica quantizada que possui uma represen-
tagdo numérica computacional.

Pos-processamento analégico:

— Decodificador: converte uma representacdo valida no Sistema de Numeracgao
utilizado no sistema digital em um valor de amostra do sinal de saida analogico.

— Gerador de impulso/pulso: responsavel por gerar um elemento para cada amostra.
No caso de um impulso, o valor da amostra é relacionado com a sua intensidade
(strength). No caso de um pulso, o valor da amostra é relacionado com a sua ampli-
tude.

— Conversor Digital-Analdgico (D/A): (Digital to Analog Converter ou DAC ou D/A):
definido como um bloco funcional, formado pela unido “Decodificador + Gerador de
impulso/pulso”.

— Sinal de saida quantizado {y(nTs)}q: sinal quantizado, gerado pelo D/A, a partir
da sequéncia numérica quantizada {y[n]}o. Comumente, um sinal elétrico (tensdo
ou corrente).

— Filtro analégico de suavizagio (smoothing): com seletividade em freqiiéncia do tipo
passa-baixa.

e Sinal de saida anal6gico y,(t): comumente, um sinal elétrico (tensdo ou corrente).

A cadeia de processamento descrita acima pode ser visualizada nas Figuras 2.6 a 2.8.
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a(t) x5 (t) zs(nTs) {z[n]}q

ADC

Filtro
Anti-aliasing

S/H Quantizador Codificador >

Clock (Ts) SOC EOCl

Figura 2.6: Cadeia de pré-processamento analégico.

{zln]}o {ylnl}e

—> DSP >

Clock (Ts)

Figura 2.7: Processador de Sinal Digital.

{ylnl}e {y(nTs)}q Ya(t)

DAC

Gerador Filtro
de pulsos Smoothing

Decodificador

Clock (Ts)

Figura 2.8: Cadeia de pds-processamento analégico.
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2.12 Implementacoes analégicas e digitais

A seguir, é realizada uma breve discussao sobre a escolha de uma solucao analégica ou digital
para o problema de implementagao de um sistema de processamento de sinais. Inicialmente,
o problema ¢é definido. Em seguida, ¢é realizada uma comparagao entre as caracteristicas das
implementagbes analogicas e digitais.

2.12.1 Definicao do problema

Dado que um mesmo sistema pode ser implementado por sinais/componentes analégicos e
digitais, naturalmente surge a questao de qual das opcoes é a melhor.

Diversas sao as comparacoes encontradas na literatura técnica entre implementagoes de
sistemas que empregam sinais/componentes analogicos e digitais.

Adeptos de ambos os tipos de implementacao facilmente definem parametros que os favore-
cem e normalmente estabelecem comparacoes tentando mostrar que a sua implementagao de
preferéncia é, realmente, a melhor opcao.

Antes de tecer meras comparagoes absolutas, muitas vezes passionalmente polarizadas,
por um tipo ou outro de implementagao, deve-se lembrar que estao sendo comparadas duas
alternativas de implementacao essencialmente diferentes. Logo, os parametros de comparacao
normalmente empregados fornecem apenas caracteristicas individuais de cada tipo de imple-
mentacao, ao invés de estabelecer bases reais de comparagao.

Por um lado, uma implementagao analégica mapeia sinais matematicos em sinais fisicos
e realiza as operagoes matematicas através de componentes fisicos que possuem equagoes de
definicdo capazes de realizar os cédlculos necessarios, isolada ou conjuntamente com outros
componentes. Pode-se dizer que o problema matematico é transformado em um problema
fisico e implementado por sinais/componentes fisicos.

Por sua vez, uma implementacao digital, apesar de obviamente empregar componentes
fisicos, nao utiliza os seus sinais e as suas equacoes diretamente. Ao invés disso, é realizada
uma codificacdo mais complexa, de tal forma que a implementacdo simula diretamente as
operacoes e os operandos matematicos. Nesse caso, pode-se dizer que o problema matematico
nao é mapeado em um problema fisico, sendo apenas simulado em uma implementacao fisica,
mas que é virtualmente matematica.

A comparagao direta torna-se ainda mais sem sentido a partir da constatacdo de que
sistemas digitais podem ser implementados por software, por hardware digital ou por ambos
simultaneamente.

Com tais conceitos em mente, nao é dificil perceber que qualquer tentativa para estabe-
lecer parametros de comparacao entre implementacoes analdgicas e digitais conduz apenas a
defini¢cdes de caracteristica relativas de cada uma das opcoes consideradas.

Também nao é dificil perceber que, devido as caracteristicas préprias de cada uma das
implementagoes, cada uma delas podera ser proposta como a melhor solugao para problemas
especificos, os quais necessitem de tais caracteristicas. Por vezes, até mesmo uma solucao que
misture ambos os tipos de implementacao pode ser a melhor escolha.

Finalmente, é importante ressaltar que o levantamento de parametros comparativos é im-
portante e deve ser efetuado. Nao para que se defina qual das duas op¢oes de implementacao é
absolutamente a melhor, mas para que se possa estabelecer uma base de dados que fundamente
a decisao de projeto diante de cada problema diferente.
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2.12.2 Caracteristicas das implementagoes analégicas e digitais

A seguir, levando-se em consideracado uma implementagao eletronica, sdo apresentadas al-
gumas caracteristicas da implementacao de sistemas para os casos analogico e digital.

e Sinais
— Analdgico: valores continuos de tensao e de corrente.

— Digital: seqiiéncias de nimeros, representados por uma determinada codificacao,
contendo um nimero finito de simbolos. Normalmente, é utilizada uma codificacao
binaria.

e Componentes basicos

— Analdgico: componentes passivos (resistor, capacitor e indutor) e componentes ativos
(transistor, OpAmp e OTA).

— Digital: atrasador unitario (registrador), multiplicador e somador.

Armazenamento de sinal por longo prazo

— Analdgico: por ser um processo que envolve valores continuos de grandezas fisicas,
sofre grande degradacao.

— Digital: uma vez que, geralmente, envolve codificagdo binaria, sofre pequena degradacao.

Ocupagao de area

— Analdgico: de forma geral, menor ocupacao.

— Digital: de forma geral, maior ocupacao.

Repetitibilidade/reprodutibilidade
— Analdgico: uma vez que os parametros sao fisicos e continuos, necessita de um bom
processo de fabricacao.

— Digital: dado que os parametros sao matematicos, a fabricacdo é repetitivel por
construcgao.

Variabilidade na fabricacao

— Analégico: os componentes possuem um valor nominal e uma incerteza associada
ao processo de fabricagdo. Devem ser utilizadas técnicas de projeto de sistemas que
controlem a sensibilidade a variacao dos valores dos componentes.

— Digital: valor matematico fixo, associado a quantidade simbolos utilizados na codi-
ficagao numérica.

e Variabilidade na operacao

— Analdgico: os componentes sao influenciados por fatores ambientais (temperatura,
humidade, etc.), podem ser sujeitos a envelhecimento (aging) e podem sofrer desgaste
por uso. Devem ser utilizadas técnicas de projeto de sistemas que controlem a
sensibilidade a variacao dos valores dos componentes.

— Digital: operacao baseada em valores matematicos fixos, representados por uma
quantidade finita de simbolos utilizados na codificagdo numérica.
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e Variabilidade com as freqiiéncias envolvidas nos sinais
— Analdgico: as dimensoes e a funcionalidade dos componentes podem ser fortemente
afetadas pela faixa de valores de freqiiéncia utilizada.

— Digital: nao afetado.
e Fontes de erro

— Analogico: além da variagao provocada por fatores ambientais, os componentes sao
diretamente afetados por ruidos dos mais variados tipos, provocados pelos mais
diversos mecanismos, sendo intrinsecos aos préprios componentes e/ou induzidos
por fontes externas.

— Digital: devido ao niimero finito de simbolos usado na codificagdo numérica, surgem
os seguintes problemas de aproximagao numérica: quantizagao dos valores das se-
qiiéncias, quantizacao dos valores dos coeficientes dos multiplicadores e aproximagao
dos valores finais das operagoes (soma e multiplicacao).

e Programabilidade

— Analégico: componentes podem ser fixos e/ou variaveis. No caso de componentes
fixos, devem ser desenvolvidas técnicas de projeto de sistemas que permitam o con-
trole da variacao de um ou mais parametros do sistema.

— Digital: naturalmente programavel.
e Complexidade funcional

— Analégico: implementada com dificuldade.

— Digital: facilmente implementada.
e Multiplexacdo temporal de sinais

— Analdgico: dificil implementacao.

— Digital: facil implementagao.
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2.13 Exercicios propostos

1.

Uma barra de cobre mede L = 3,7 m. Para avaliar o perfil da distribuicao de temperatura
sobre a barra, sao realizadas medigoes a cada 0,4 cm, a partir de uma das suas extremi-
dades. A temperatura pode variar de -40 °C até 85 °C. O instrumento de medicao fornece
valores multiplos de 0,3 °C. A fim de dimensionar a memoria necessaria para armazenar
os dados, atenda aos seguintes itens:

(a) Quantos registros serdo necessarios para armazenar o total de amostras?
(b) Quantos niveis de quantizagao serdao necessarios para representar cada amostra?
Um sinal de voz é uniformemente amostrado com uma taxa de Fy = 8 kH z, durante um

intervalo de tempo de T}... = 1 min. Quantos registros sao necessarios para armazenar o
total de amostras?

. Um sinal de musica ¢ uniformemente amostrado com uma taxa de Fy; = 40 kH z, durante

um intervalo de tempo de T... = 1 min. Quantos registros sao necessarios para armazenar
o total de amostras?

Uma fotografia de dimensoes L, =9 cm e L, = 11 cm ¢ uniformemente amostrada, em um
padrao retangular, com intervalos de amostragem dados por Ts, =7 mm e Ts, = 3 mm.
Quantos registros sao necessarios para armazenar o total de amostras?

Valores de temperatura na faixa de T = [110; 127] K sao representados com uma resolucao
de r = 0,7 K. Quantos valores sao representados?

Precisa-se medir mais do que N, = 759 valores de uma dada corrente elétrica na faixa
I =[—12;12] A. Qual o valor maximo de resolugao para realizar tais medidas?

Um aluno de Processamento Digital de Sinais, decidiu digitalizar o conteiido musical
de alguns dos seus discos de vinil, do tipo LP (Long Play). Os dados provenientes da
digitalizacdo, além de serem armazenados, também serao transmitidos a alguns de seus
amigos. Os LPs 1, 2 e 3, contém 14, 16 e 18 musicas, respectivamente. Cada miisica tem
uma duracao média de um minuto e trinta segundos. Ele decidiu realizar uma amostragem
uniforme com freqiiéncia de amostragem Fg = 44 kHz e converter as amostras para um
padrao digital com 10 bits. O sistema de transmissao que o aluno vai utilizar trabalha
com quadros de 8 bits de informacao mais 3 bits de controle, para cada transmissao. A
taxa de transmissao é de 9600 bits/s. Suponha que os dados de amostras diferentes nao
possam ser combinados para realizar uma Unica transmissdo. Suponha ainda que o custo
de transmissao é de 1,20 R$/min. Calcule os seguintes parametros:

(a) O total de amostras a serem armazenadas. (Resposta: 190.080.048 amostras.)
(b) O total de bits a serem armazenados. (Resposta: 1.900.800.480 bits.)

(¢) O tempo minimo para transmissao de todos os dados, expresso em horas, minutos e
segundos (HH:MM:SS). (Resposta: t7, = 435.600 s = 7.260 min = 121 h.)

(d) O custo total minimo para transmissao de todos os dados. (Resposta: R$ 8.712,00.)
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8. A memoéria de um computador digital convencional é composta por R registros, onde cada
registro ocupa B digitos bindrios (bits). Logo, ela pode ser especificada como um disposi-
tivo de armazenamento de R x B (bits). Um sinal de voz inteligivel possui componentes
senoidais com freqiiéncias na faixa 0 < f < 3.9 kHz. Suponha que um sinal de voz seja
amostrado com Fg = 8 kHz, durante um intervalo de T}.. = 40 s. Suponha que o sinal
foi normalizado antes da amostragem, de tal forma que a sua amplitude reside na faixa
0 < |A| < 1. Considere um grid de quantizacao uniforme com intervalo minimo (reso-
lucao) igual a 0.003 e que as amostras quantizadas sdo representadas em complemento a
dois. Especifique o espago de armazenamento (R X B) necessario.

9. Suponha as fungoes logicas fi(A, B,C) e fo(A, B, ('), definidas pela Tabela Verdade que
é apresentada pela Tabela 2.1. Considere as seguintes associacoes: F' = 0e T = 1.
Considere o tempo continuo ¢ e o indice k. Suponha que os valores do indice k sado
trocados a cada intervalo constante Ts. Esboce os seguintes graficos:

o AXxt.
e B xt.
o (' xt.
o fl(A,B,C) X t.
o fQ(A,B, C) X t.

|

HE+H39=/39HH|>

S mm g3 s

i i e e i Rol| K

| fi(A,B.C) || f2(A B,C) |

N O UL W N~ O
L
H3mAHmg 3

Tabela 2.1: Tabela Verdade das fungoes fi1(A, B,C) e fa(A, B,C).

10. Suponha o sinal analdgico x(t) dado por

0, —co<t< =255
(t) = 4t +10 , —25<t<0s
) —4t+10 , 0<t<25s

0, 25<t<oos

Suponha o sinal analdgico periédico Z(t), com periodo fundamental Ty = 6 s, criado
pela extensao periddica de z(t). Suponha uma amostragem uniforme, com periodo de
amostragem Ts = 0.5 s. Esboce os seguintes graficos:

x(t) xt, =9 <t <9s.
Ft)xt, —9<t<9s,
(

(a)
(b)
)
)

S

(c
(d

nTs) xt, =9 <t<9s.
z[n] x n, =18 < n < 18.
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11.

12.

13.

Suponha que o sinal discreto definido por z[n] = n? foi uniformemente quantizado,
com resolugao r e usando a técnica de aproximagao por arredondamento, considerando a
metade do intervalo de representagio como referéncia, gerando o sinal {z[n]},.

Considerando n = [0, £1, £2, 43, £4, +5, £6], esboce os seguintes graficos:

(a) z[n] x n.

(b)

{z[nl}, x n, para r = 3.
(c) {z[nl}y x n, para r=2.

Suponha que quantidades numéricas sao representadas por um Sistema de Numeracao
Posicional Convencional (SNPC), com base b = 2 ¢ nenhuma forma de codifica¢ao adi-
cional. Suponha ainda que, nesse caso, as quantidades numéricas sao representadas com
8 digitos binarios (bits). Atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule quantos niimeros poderao ser representados.

(b) Calcule, para a faixa de valores q = [7; 23], quais valores numéricos serao represen-
tados e qual sera a resolucao.

Suponha que o sinal continuo y(x) foi uniformemente amostrado com uma resolucao R,,
produzindo o sinal amostrado y(nR,). Suponha que o sinal amostrado teve sua abscissa
normalizada por R,, gerando a seqiiéncia discreta y[n]. Suponha que a seqiiéncia discreta
foi uniformemente quantizada, com resolucdo R, (e usando a técnica de aproximacao por
arredondamento, considerando a metade do intervalo de representacdo como referéncia),
gerando a seqiiéncia digital yp[n| = yg[n] = {y[n]},. Suponha que a seqiiéncia digital
teve sua ordenada normalizada por R,, gerando a seqiiéncia digital normalizada yy[n].

Dado y(x) = 22, esboce os seguintes graficos:

(a) y(zr) x z, para —13 <z < 13.

(b) y(nR;) X nR,, para R, =2e —6 <n <6.
) y[n] x n, para —6 < n < 6.

(d) vy

)y

(c
d

(e

Em continuagdo, suponha que, a partir da seqiiéncia digital normalizada yy[n], e usando
uma nova resolugao R,, foi obtido um novo sinal amostrado QN(an) Suponha que, a
partir do novo sinal amostrado, e usando algum tipo de interpolacao, foi obtido um novo
sinal analégico gy (z).

pln] x n, para R, =7e —6 <n <6.
n[n] x n, para R, =7e —6 <n <6.

Dado R, = 1, esboce os seguintes graficos:
(a) yn[n] x n, para —6 < n < 6.
(b) gn(nR,), —6 < n < 6.
(¢) gn(z), para —13 < x < 13.

Dado R, = 4, esboce os seguintes graficos:

(a) yn[n] x n, para —6 < n < 6.
(b) gn(nRk,), —6 < n <6.
(¢) gn(x), para —25 < x < 25.

Ny
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Capitulo 3

Circuitos combinacionais: conceitos
basicos

3.1 Introducao

Circuitos combinacionais X circuitos seqlienciais.
Circuitos combinacionais sao sistemas instantaneos ou sem memoria.
Circuitos seqiienciais sao sistemas dinamicos ou com memoria.

Por serem sistemas instantaneos, os circuitos combinacionais respondem sempre da mesma
forma, em qualquer momento, para os mesmos valores das variaveis de entrada.

Por sua vez, por serem sistemas dinamicos, dependendo da informacgao que se encontre
armazenada, os circuitos seqiienciais podem responder de formas diferentes, em diferentes
momentos, para os mesmos valores das variaveis de entrada.

Circuitos seqiienciais também podem ser denominados de maquinas de estados ou de
automatos.

3.2 Hierarquia em hardware e em software

Elementos basicos.
Blocos funcionais de complexidade basica, média e elevada.

Sistemas de complexidade bésica, média e elevada.

3.3 Codificacao

Cédigo: sintaxe (simbolos) e semantica (significado).
No caso geral: representacao de idéias.
No caso de computacao: representacao de dados.

No caso de transmissao digital: representacao de informagao baseada nas caracteristicas
da fonte (exemplo: compressao de dados) e do canal (exemplo: redugao da taxa de erro).
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3.4 Elementos codificados: informacao e quantidade

Informacao (fatos, classificagoes) x Quantidade (nimeros, contagem).
Informagao pode ser codificada em quantidade.

Quantidade pode ser codificada como informacao.

Ambos podem ser representados e manipulados como um tnico elemento.
Ambos sdo um tunico elemento.

Ambos significam idéias codificadas.

3.5 Representacao de informacao

Uma vez que a informagao é multivalorada, pode-se utilizar, para representa-la, um tnico
dispositivo com muiltiplos estados ou varios dispositivos com um ntmero reduzido de
estados.

O numero total de estados, ou de condigoes as quais os dispositivos podem ser ajustados,
deve ser igual ou maior ao niimero de valores possiveis que a informacao a ser representada
pode assumir.

Na tentativa de minimizar o nimero de dispositivos e o nimero de diferentes estados
em cada dispositivo, foi demonstrado, baseado em um dado modelo matematico, que o
nimero de estados 6timo para cada dispositivo é o niimero e = 2.718281828459 | .

Embora a melhor aproximacao seja um total de 3 estados por dispositivo, a disponibilidade
de dispositivos eletro-eletronicos que apresentam 2 estados de operagao (chaves, relés,
diodos, transistores), aliada a facilidade e a confiabilidade da implementacao (estabilidade
e robustez), tém levado & escolha da representacao através de mecanismos envolvendo 2
estados por dispositivo.

Assim, para representar informacoes envolvendo N estados, sdo necessarios M dispositivos
de 2 estados, tal que 2™ > N.

3.6 Representacao de quantidade

Representagdao numérica digital de uma informacao analégica ou discreta.
Representagao digital de informagao analdgica: amostragem e quantizacao.
Representacgao digital de informagao discreta: quantizagao.

Fontes de erro:

— Acuracia da medida.
— Resolugao da medida (precisao).
— Limites da representagao da medida (maximo e minimo).

— Erros de conversao A/D.
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— Capacidade de armazenamento da amostra.
e Quantidades sdo naturalmente multivaloradas e representadas por simbolos.

e Novamente, dois extremos sao possiveis. Por um lado, pode-se usar um tunico simbolo
variavel, cujas variacoes representam todos os valores numéricos desejados. De outra
forma, pode-se optar por uma combinacao de simbolos, pertencentes a um conjunto que
é capaz de representar apenas uma faixa de valores.

e Exemplos de representacao numérica:

— Um sistema de numeracao com 4 digitos e resolucao de 0.001 pode representar
numeros positivos de 0.000 até 9.999, num total de 10.000 valores diferentes.

— Para representar 100 valores diferentes, podem-se utilizar 100 simbolos fixos diferen-
tes ou X simbolos varidveis, com Y valores cada.

3.7 Representacoes em circuitos digitais

Para representar e manipular as informacoes ndo numéricas e as quantidades numeéricas,
sao comumente utilizados, respectivamente, um sistema logico e um sistema de numeragao.

Se for possivel empregar uma simbologia tnica, que atenda a ambas as representagoes,
podem-se modelar sistemas que manipulem, sem distin¢ao, informacoes nao numeéricas e quan-
tidades numéricas. Em uma solucao comumente empregada, os valores 16gicos sao reinterpreta-
dos como valores numéricos e sao propostas fungoes logicas que podem ser interpretadas como
operacoes numéricas. Tais sistemas, e seus circuitos, que se utilizam de um sistema logico para
modelar unificadamente informagoes nao numéricas e quantidades numéricas, sao denominados
de sistemas, e circuitos, digitais.

TET / UFF



30

Capitulo 3. Circuitos combinacionais: conceitos basicos

AS.V.



Capitulo 4

Funcoes logicas

4.1 Introducao

O objetivo deste documento nao é trabalhar o ensino da area matematica denominada de
logica. Pelo contrario, busca-se apenas aproveitar os resultados desse ramo da matematica
na geragao de circuitos eletro-eletronicos que implementem fungoes logicas.

Porém, é recomendavel que se discutam, pelo menos, algumas questoes basicas sobre a
chamada légica simbdlica ou légica matematica. Isso é feito a seguir, antes de se tratar
da implementacgao das fungoes logicas.

Em todas as areas de atuacao profissional pode-se encontrar algum tipo de manipulacao
de informacdes.

A manipulacdo de informacoes pode ser dividida em trés partes basicas: a obtengao dos
dados, o processamento desses dados e a geracao de novos dados.

Toda e qualquer acao envolvida nesses processos requer, de certa forma, tomadas de
decisao.

Compreender o raciocinio humano que rege as tomadas de decisdo possibilita que tal
mecanismo seja implantado em sistemas artificiais.

A logica pode ser vista como um ramo de estudos da matematica que fornece elementos
para a tentativa de modelagem do raciocinio humano.

A légica formal fornece uma linguagem estruturada para a definicdo e a manipulagao de
argumentos.

4.2 Mecanismos basicos de raciocinio

Podem-se identificar dois mecanismos, basicos e distintos, que sdo comumente utilizados no
raciocinio humano, quais sejam: a induc¢ao (ou analogia) e a dedugdo. Ambos sdo brevemente
discutidos a seguir.
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4.2.1 Raciocinio por indugado (ou por analogia)

O raciocinio por indugao (ou por analogia) é baseado em métodos empiricos.

Nesse caso, conclui-se que algo é sempre verdadeiro a partir de um ntmero limitado de
exemplos. Tais conclusdes empiricas sao, na realidade, generalizagoes, baseadas em um
nimero limitado de observagoes ou de experimentos.

Assim, a partir de alguns exemplos, definem-se procedimentos padroes para a obtencao
de algum resultado, ao invés de serem realizadas dedugoes ou demonstracoes

As conclusoes estabelecidas por meio de um raciocinio por indugao nao sao completamente
garantidas pelos fatos. Pelo contrario, os exemplos utilizados apenas levam a crer que tais
conclusoes sao sempre verdadeiras. Portanto, hd apenas uma chance de que as conclusoes
estejam corretas.

Dessa forma, nao se pode dizer que o mecanismo de raciocinio por inducao seja absolu-
tamente confiavel.

Cabe ressaltar que o raciocinio por indugao (ou por analogia) nao deve ser confundido
com o Principio de Indugdo Matematica, o qual surge naturalmente como um teorema,
dentro de um processo de raciocinio por dedugao.

4.2.2 Raciocinio por dedugao

O raciocinio por deducao envolve um conjunto de proposi¢oes e um conjunto ou sistema
de regras.

As proposigoes sao conjuntos de enunciados. Por sua vez, um determinado conjunto ou
sistema de regras também é denominado de um sistema de logica ou simplesmente de
uma logica.

As proposigoes iniciais sdo denominadas de premissas. Aplicando-se as regras sobre as
premissas, procura-se demonstrar, ou deduzir, uma proposicao final, que é denominada
de conclusao.

Deve ficar claro que, no raciocinio por deduc¢éo, nao se procura saber se a conclusao é
Verdadeira ou Falsa. O objetivo do raciocinio por dedugao é alcancar a conclusao, a partir
das premissas, utilizando-se as regras definidas. Se a conclusao puder ser deduzida pelas
regras, a partir das premissas, entao o raciocinio é dito Vélido (ou Correto ou Legitimo).
Caso contrario, ele é dito Invélido (ou Incorreto ou Ilegitimo).

4.2.3 Estruturas axiomaticas

As denominadas estruturas axiomaticas sao diretamente relacionadas com o raciocinio
dedutivo.

Ao se realizar uma argumentacao por raciocinio dedutivo deve-se tomar cuidado para que
nao se estabeleca uma circularidade no discurso, onde A é definido a partir de B, que é
definido a partir de C, que é definido a partir de A.

O emprego de uma estrutura axiomatica é uma forma de se impedir que ocorra uma
circularidade na discurso dedutivo.
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Uma estrutura axiomatica possui os seguintes elementos padroes:

— A apresentagao dos termos primitivos, que s@o os termos basicos utilizados no dis-
curso, mas que nao possuem uma defini¢ao.

A definicao de termos derivados dos termos primitivos.

— A apresentacao de axiomas ou postulados, que se utilizam dos termos primitivos
e que sao declaragoes primarias, sem definicao. Pode-se ainda fazer uma distingao
entre axioma e postulado, considerando-se o primeiro como algo que parece intuitivo
e o segundo como uma mera imposicao.

— A definicdo de um conjunto ou sistema de regras, que também é denominado de
logica ou sistema de logica.

— A defini¢ao de declaragbes derivadas dos axiomas/postulados, que se utilizam dos
termos primitivos e dos derivados, sendo obtidas por meio da aplicagao das regras
sobre os axiomas/postulados. Tais declaragoes derivadas sao chamadas de Teoremas.

Quando um discurso possui a estrutura acima, mas os elementos sao entidades abstratas,
sem significado real, ele define um Ramo de Matematica Pura. Nesse caso, tem-se a
denominada Axiomatica Formal.

Quando os elementos definidos acima possuem um significado real, o discurso é deno-
minado de Modelo do Ramo de Matematica Pura, ou apenas um Ramo de Matematica
Aplicada. Aqui, tem-se a chamada Axiomatica Material.

Por um lado, os axiomas/postulados e os teoremas podem ser identificados como declaragoes
afirmativas ou proposicoes. Por outro lado, os termos primitivos podem ser interpretados
como varidveis. Assim, dado que os axiomas/postulados sdo declaragoes que se utilizam
dos termos primitivos, eles podem ser vistos como fungoes proposicionais de tais variaveis.
Da mesma forma, como os teoremas sdo implicagoes légicas dos axiomas/postulados, eles
também podem ser identificados como fung¢des proposicionais.

Deve-se notar ainda que a prépria logica pode ser definida como uma estrutura axiomatica,
possuindo: termos primitivos, termos derivados, axiomas/postulados, um conjunto ou
sistema de regras e teoremas.

4.2.4 Classificacao das logicas dedutivas

As légicas dedutivas podem ser divididas em: classica, complementar e nao-classica.

A logica classica também recebe outras denominagoes, tais como: Logica Binaria, Logica
Bivalente, Calculo Proposicional e Calculo de Predicados de Primeira Ordem.

Exemplos de logica complementar sao: modal, dedntica e epistémica.

Alterando-se os principios da légica classica, surgem as logicas nao-classicas. Alguns
exemplos sao: paracompletas, intuicionistas, ndo-aléticas, nao-reflexivas, probabilisticas,
polivalentes, fuzzy.

Tais conjuntos de logicas nao serao aqui apresentados, uma vez que isso foge ao objetivo
principal do documento.

Como foi dito anteriormente, apenas serao utilizados os resultados da logica bindria para
a implementacao de fungoes logicas por circuitos eletro-eletronicos.
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4.3 Exemplo introdutério usando légica classica

e Definicdo do problema e suas motivagoes:

— Modelagem de um sistema automatico de tomada de decisao.
— Verificacao do uso de cinto de seguranga em um automovel.
e Objetivo da solucao: O sonorizador devera emitir um sinal de alarme se, e somente se, a

ignicao for acionada e a marcha for engatada, uma vez que os assentos frontais estejam
ocupados e os respectivos cintos de seguranga nao estejam engatados.

e Infraestrutura existente:

— Sensor de ignigao.

— Sensor de engate de marcha.

— Sensor de presenca em assentos dianteiros.

— Sensor de engate de cintos de seguranca dianteiros.

— Atuador de sonorizador de alarme.
e Valores condicionais (mutuamente excludentes): F' (False) e T' (True).
e Declaragbes condicionais bésicas (sentengas declarativas) e varidveis associadas:

— Alarme deve soar: A.

— Ignicao esta acionada: I.

— Marcha esta engatada: M.

— Banco do motorista esta ocupado: Bjy.
— Cinto do motorista esta engatado: Cy;.
— Banco do carona esta ocupado: Bg.

— Cinto do carona esta engatado: Cc.
e Declaracoes derivadas

— Negacao
* Fungao: NOT (—).
* Exemplo: Banco nao esta ocupado (—B).
— Composicao (ou conexao ou combinacao)
x Conjuncao:
- Fungao: AND (A).
- Exemplo: Igni¢ado AND Marcha (I A M).
* Disjuncao:
- Fungao: OR (V).
- Exemplo: Banco do motorista OR banco do carona (By; V Bg).
x Equivaléncia:
- Funcao: XNOR (=).
- Exemplo: Alarme XNOR “Modelo proposto” (A = MP).

e Proposta de modelo: A =T A{M A[(By A—=Cy)V (Be A=Ce)]}.
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4.4 Conceitos basicos

Os elementos utilizados em uma formulagao funcional sdo os seguintes: valores fixos,
variaveis e funcoes.

Os valores fixos representam os estados definidos na formulagao e sdo descritos por uma
simbologia adequada.

As varidveis carregam informacao. A codificacdo da informacao depende do significado que
lhes é atribuido e dos estados que elas venham a assumir.

As fungbes realizam um mapeamento entre variaveis. De uma forma geral, os estados
correntes de determinadas variaveis sao utilizados para especificar um estado que sera atribuido
a uma determinada variavel.

As fungbes sdo comumente descritas das seguintes formas: tabelas (para uma pequena
quantidade de pontos), gréaficos (para uma grande quantidade de pontos) e equagoes (para uma
lei de formagao explicita).

Deve ser ressaltado que os valores fixos, as variaveis e as fungoes, podem ser associados a
qualquer tipo de informagao, nao necessariamente representando quantidades.

4.5 Formulacao légica classica

e Nesse texto, é abordado apenas um tipo de légica: binaria, bivalente ou classica.
e Os argumentos sao formados por proposicoes.

e Uma proposicao é uma sentenca afirmativa declarativa (ou uma afirmacao declarativa
ou uma assertiva ou um statement), sobre a qual faz sentido afirmar-se que a mesma é
verdadeira ou falsa.

e Variaveis e valores fixos na logica binaria:

— As varidveis representam as assertivas (ou as proposigoes).
— S6 existem dois valores fixos que podem ser atribuidos a uma variavel.

— Os dois valores devem ser, do ponto de vista légico, mutuamente excludentes.
e Modelagem légica de um problema real:

— A formulacdo de um problema real envolve diversas representacoes ou codificacgoes.

— Problema real — um sistema formado por um conjunto de assertivas (statements),
associadas por meio de conectivos (operadores ou fungoes).

— Conectivo — elemento de conexao que é modelado por uma fungao logica.

— Assertiva — afirmagao declarativa (statement) sobre algum elemento do problema,
a qual é representada por uma variavel de asser¢ao do sistema.

— Variavel de assercao — variavel do sistema associada a uma assertiva, a qual sera
atribuido um valor fixo légico (truth value).

— Valor fixo l6gico — representacao do estado de uma variavel de assercao por meio
de um simbolo com significado 16gico Por exemplo: /T, F/V, 0/1, 0/5 ou +12/-12.

e Uma vez que os dois valores fixos possiveis sao mutamente excludentes, naturalmente
surge a idéia de negacdo (da associacdo de assertivas, do conectivo, da assertiva, da
variavel de asser¢ao, do valor ou do simbolo).
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4.6 Operadores légicos classicos

Um operador logico classico pode ser matematicamente definido por meio de uma funcao de
varidveis 16gicas (truth function). A fungdo realiza um mapeamento entre um dado conjunto de
varidveis 1ogicas em uma nova variavel légica, de tal forma que V' = f(V;, V4, -+ | Vy, ). Uma vez
que as variaveis envolvidas em tais funcoes logicas representam proposicoes, pode-se dizer que
elas sdo, na realidade, fungoes proposicionais. Logo, a formalizacao matematica da logica que se
utiliza de tais fungoes 16gicas/proposicionais (16gica classica) recebe as seguintes denominagoes:
calculo de fungoes logicas ou calculo sentencial ou calculo proposicional ou tautologia. Devido
a pequena quantidade de valores assumidos pelas fungoes, a representagao mais eficiente para
funcoes logicas é uma tabela, denominada de Tabela Verdade (truth table). Os dois valores
l6gicos possiveis para cada varidvel sao simbolicamente representados por F (false) e T' (true).
Uma vez que as variaveis s6 podem asumir 2 valores, entao, para um total de N, variaveis,
obtém-se um total de N, = 2™ combinagoes de valores e um total de Ny = 2™ fungdes.

4.6.1 Tabela verdade (truth table)

Em uma tabela verdade, as colunas representam uma funcao légica e as suas variaveis,
enquanto as linhas representam os diversos padroes assumidos pelas varidaveis e o valor da
funcao para cada padrao, como é exemplificado na Figura 4.1. Como ¢é ilustrado na mesma
figura, nao existe uma ordenacao obrigatéria para as linhas de uma tabela verdade. A ordenacao
¢é livre. Porém, a relagao entre os padroes e os valores da funcdo para cada padrao deve ser
corretamente caracterizada,

Linha | A | B || f(A,B) Linha | A | B || f(A,B)
0 F|F f(0) 2 T|F f(2)
1 [F [T f1) 0 [F|F| f0)
2 [T|TF| 2 3 T[T 103
3 [T[T]| 13 1 [F [T f0)
Ordenagdo 1. Ordenagdo 2.

Figura 4.1: Exemplos de tabela verdade para uma funcao légica de duas varidaveis, com duas
ordenacoes de linhas diferentes.

Em alguns problemas, as fun¢des podem ser completamente especificadas, de tal forma que
todas as suas avaliagoes retornam apenas os valores F ou T, como é exemplificado na Tabela 4.1.

Em alguns outros problemas, as fungoes logicas podem ser nao completamente especificadas.
Nesses casos, duas situagoes podem ocorrer. Na primeira delas, para uma dada combinacao
de valores das variaveis, o valor da fun¢ao nao é relevante, caracterizando uma indeterminacao
por don’t-care. Por outro lado, pode acontecer que uma determinada combinacdo de valores
das variaveis nunca ocorra, caracterizando uma indeterminacao por can’t-happen. Em ambas as
situacoes, pode-se especificar livremente qualquer um dos valores l6gicos para a funcao. Para
caracterizar uma indeterminagdo, costuma-se atribuir um valor l6gico indeterminado X. A
Tabela 4.2 exemplifica uma funcao légica com indeterminacao.

Um valor logico indeterminado X também pode ser utilizado para simplificar a representagao
de uma tabela verdade longa. Isso ¢ ilustrado na Tabela 4.3, que apresenta a Tabela 4.1 na sua
forma simplificada.
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Linha [A | B || f(A,B)
o [F[F| T
1 [F[T| T
2 [T[F| F
3 [T[T| F

Tabela 4.1: Exemplo de tabela verdade completamente especificada

Linha | A | B || f(A,B)
0 FI|F T
1 F|T T
2 T|F X
3 T|T F

Tabela 4.2: Exemplo de tabela verdade ndo completamente especificada

Linha [ A | B || f(A,B)
01 [F|IX]| T
23 [T [X F

Tabela 4.3: Exemplo de tabela verdade simplificada

4.6.2 Funcoes de 1 variavel

Nesse caso, o mapeamento realizado é definido por X = f(A), de forma que N, = 1 variavel,
N. = 2" = 2 combinagoes de valores e Ny = 2™ = 4 fungoes. Cada uma das fungoes logicas
de uma variavel X; = f;(A), para 0 < ¢ < 3, é definida por sua propria Tabela Verdade, as

quais sao agrupadas na Tabela 4.4. Os operadores légicos associados as fungoes X; = f;(A4) sao
definidos na Tabela 4.5.

Xo X, X5 X;
F F T T
Ia F T

M| |

Tabela 4.4: Tabela de fungoes 16gicas de uma varidvel: X; = f;(A), para 0 < i < 3.

Funcéo Operador
Operagio | Notacio | Nomenclatura
Xo (F) (F) Contradicéo
X1 (A) (A) Identidade légica
Xo NOT(A) | =(A) ou~ (A) ou (A) ou (A) ou (A)* ou!(A) | Negagdo légica
X3 (T) (T) Tautologia

Tabela 4.5: Tabela de operadores 16gicos de uma variavel.
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4.6.3 Funcgoes de 2 variaveis

Aqui, o mapeamento realizado ¢é definido por X = f(A, B), de forma que N, = 2 varidveis,
N, = 2N = 4 combinagdes de valores e Ny = 2Ve = 16 fungoes. Cada uma das fungoes logicas
de duas variaveis X; = f;(A, B), para 0 < i < 15, é definida por sua prépria Tabela Verdade, as
quais sdo agrupadas na Tabela 4.6. Os operadores 16gicos associados as fungoes X; = f;(A, B)

sao definidos na Tabela 4.7.

(AB[ Xo [ Xi [ X [ X3 [ Xu | X5 [ Xo [ Xo [ Xs [ Xo [ Xio [ X1 [ Xio [ Xus [ X1 | Xu5 |
F | F F F F F F F F F T T T T T T T T
F | T F F F F T T T T F F F F T T T T
T | F F F T T F F T T F F T T F F T T
T | T F T F T F T F T F T F T F T F T

Tabela 4.6: Tabela de fungoes 16gicas de duas variaveis: X; = f;(A, B), para 0 < i < 15.

Funcao Operador

Operacao \ Notacio
Xo (£) (£)
X, (A AND B) (AN B)
X, NOT(A IMPLICA B) ~(A = B)ou~(45 B)
X3 (4) (4)
X, NOT(B IMPLICA A) ~(A< B) ou ~(AC B)
X5 (B) (B)
X6 (A XOR B) (AY B)
X7 (A OR B) (AV B)
Xs NOT(A OR B) = (A NOR B) ~(AVB) ou (A1 B)
Xy NOT(A XOR B)=(AXNOR B) | -(AY B) ou (AAB) ou (A <+ B) ou (A = B)
X0 NOT(B) ~(B)
X1 (B IMPLICA A) (A< B)ou (AC B)
Xi2 NOT(A) ~(4)
X1 (A IMPLICA B) (A= B)ou (AD B)
X, | NOT(A AND B) = (A NAND B) ~(AAB) ou (A1 B)
Xis (1) (T)

Tabela 4.7: Tabela de operadores logicos de duas variaveis.

E possivel que se estabeleca uma relacio entre a Logica Binéria e a Teoria de Conjuntos.
Porém, deve-se ressaltar que, na equivaléncia entre os simbolos <— e C, o significado do sim-
bolo C néao ¢é associado a relagao de inclusao (inclusion ou containment) entre conjuntos. Na
simbologia em questao, ele pode ser interpretado como uma versao estilizada da seta ou, ainda,
como uma adaptacao da letra “C”, associada a relacao de “conseqiiéncia de”.

4.6.4 Operadores logicos basicos

Com base nas fungoes logicas identificadas nas Tabelas 4.4 e 4.6, podem ser definidos os
operadores logicos encontrados nas Tabelas 4.5 e 4.7. Podem-se destacar os seguintes opera-
dores undrios: identidade 16gica e NOT (negagao logica). Por sua vez, podem-se destacar os
seguintes operadores (ou conectivos) bindrios: AND (E 16gico), OR (OU-inclusivo légico), XOR
(OU-eXclusivo), IMPLICA (implicacao l6gica), NAND (NOT-AND), NOR (NOT-OR), XNOR
(NOT-XOR ou bi-implicagao ou equivaléncia légica), e NOT-IMPLICA.
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4.6.5 Funcoes de N, > 2 variaveis

Pode-se mostrar que as func¢oes de N, > 2 varidveis podem ser definidas através da combi-
nacao das variaveis logicas e das operagoes identificadas nas fungoes de 1 e 2 variaveis.

4.7 Exemplo de modelagem com relacoes de implicacao

Podem-se definir as seguintes relagoes de implicagdo de uma assertiva precedente A para
uma assertiva conseqiiente B:

1. Condigao necessaria:
“SOMENTE SE (A =T) ENTAO (B=1T)”
ou

“(B =T) SOMENTE SE (A =T)".

2. Condicao suficiente:
“SE (A = T) ENTAO (B =T)”
ou

“(B=T)SE (A=T)"

3. Condigao necesséria e suficiente:
“SE E SOMENTE SE (A = T) ENTAO (B=T)”
ou
“(B=T)SE E SOMENTE SE (A =T)".

Portanto, pode-se estabelecer a seguinte modelagem:
1. Condigao necessaria: (A « B).
2. Condigao suficiente: (A — B).

3. Condigao necessaria e suficiente: (A — B)A (A<« B)= (A« B) = (A= B).

4.8 Tautologia e equivaléncia l6gica

Uma proposicao fundamental é aquela associada a uma variavel légica. A combinagao de
proposigoes fundamentais (variaveis légicas), por meio de conectores, conectivos ou operadores
légicos (fungoes logicas), gera uma nova proposicao.

Uma proposicao que possui todos os seus valores iguais a T, independentemente dos va-
lores das suas proposicoes fundamentais, é dita uma Tautologia ou Lei da Logica. Algumas
tautologias sao apresentadas na Tabela 4.8.

Se as tabelas verdade de duas proposicoes P; e P, forem iguais, as proposi¢oes sao ditas
logicamente equivalentes e a proposicao P; <+ P, é uma tautologia. Assim sendo, em qualquer
proposicao onde apareca Py, essa ultima pode ter trocada por P, e vice-versa. As Tabelas 4.9,
4.10 e 4.11, ilustram alguns pares de proposigoes logicamente equivalentes, envolvendo os ope-
radores légicos NOT, AND, OR, IMPLICA e XNOR. Tais equivaléncias mostram que existe
um interdefini¢ao entre tais operadores. Portanto, alguns deles podem ser dispensados pelo uso
dos demais. Isso é tratado a seguir.
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H Lei ‘ Nome H
(pV —p) Lei do meio excluido
= (p A —p) Lei da contradigao
[(p—q)AN(g— 1) — (p—r) | Lei do silogismo
(p) <> = (—p) Lei da dupla negagao
(p = q) < (—g — —p) Lei da contraposicao

Tabela 4.8: Exemplos de Tautologias ou Leis da Logica.

[ A | Py |
(pVaq) —(=p A —q)
(p—q) = (pA—q)

(peq) | ~(PA-g) A= (-pAq)

Tabela 4.9: Pares de proposigoes equivalentes, definindo os operadores OR, IMPLICA e XNOR,
em funcao dos operadores NOT e AND.

L A | P |
(pAq) —(=pV—q)
(p—q) (—pVaq)
(peq) | 2 [~(=pVag)V-(pV-g)

Tabela 4.10: Pares de proposi¢oes equivalentes, definindo os operadores AND, IMPLICA e
XNOR, em funcao dos operadores NOT e OR.

L 2] Dy [
(pAq) - (p = —q)
(pVaq) (—p—q)
(p<q) | ~llp—=q) = - (g—Dp)

Tabela 4.11: Pares de proposigoes equivalentes, definindo os operadores AND, OR e XNOR,
em func¢do dos operadores NOT e IMPLICA.
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4.9 Teoremas de De Morgan

Os teoremas de De Morgan descrevem uma relacao direta de equivaléncia entre os operadores
NOT, AND e OR. Eles podem ser enunciados da seguinte forma:

e (A NAND B) = NOT (A AND B) = (NOT A) OR (NOT B)
ou

(A1 B)=—(AAB) = (~A) V (=B)
e (A NOR B) = NOT (A OR B) = (NOT A) AND (NOT B)
(AL B)=—(AV B) = (A) A (=B)
4.10 Exemplos de verificacao de equivaléncias légicas

As Tabelas 4.12 a 4.16 ilustram exemplos de verificacdo para algumas das equivaléncias
logicas apresentadas anteriormente.

Plq -q —p (—q = —p) (p—q)
F|F T T T T
F|T F T T T
T|F T F F F
T|T F F T T

Tabela 4.12: Verificagdo da equivaléncia logica (p — q) = (g — —p).

Pl q -p —q (=p A —q) - (=p A —q) (prVaq)
F|F T T T F F
F|T T I F T T
TIF F T F T T
T[T F F I3 T T

Tabela 4.13: Verificagdo da equivaléncia légica (p V q) = = (—p A —q).

Pl q -p —q (=pV —q) - (—pV —q) (pAq)
F|F T T T F F
F|T T I T F F
TIF F T T Ia I3
T[T F F I3 T T

Tabela 4.14: Verificagdo da equivaléncia légica (p A q) = = (—p V —q).
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A | B —-A -B (mA vV -B) (AT B)
F|F T T T T
F\|T T F T T
T|F F T T T
T\|T F F F F

Tabela 4.15: Verificacdo da equivaléncia logica (A1 B) = (mAV —B).

A | B -A -B (—|A AN —|B) (A 1 B)
F | F T T T T
T T F F F
T | F F T F F
T|T F F F F

Tabela 4.16: Verificacao da equivaléncia logica (A | B) = (mA A —B).

4.11 Conjunto funcionalmente completo de operadores

Deve-se notar, nas Tabelas 4.4 a 4.7, que metade da funcées X, pode ser obtida através
da aplicagdo do operador de negagao logica (NOT) sobre a outra metade. Além disso, deve-se
notar que alguns operadores (conectivos) binarios podem ser descritos por meio da combinagao
de outros operadores, conforme ilustrado nas Tabelas 4.9, 4.10 e 4.11, bem como nos Teoremas
de De Morgan.

Portanto, as seguintes questoes surgem naturalmente:

1. E possivel descrever todos os demais operadores a partir de um determinado conjunto
bésico de operadores (conjunto completo)?

2. Todos os operadores de um dado conjunto completo sao absolutamente necessarios
(operadores independentes entre si)?

3. Existe um conjunto minimo de operadores que forme um conjunto completo de operadores
independentes entre si (conjunto completo minimo)?

As seguintes respostas podem ser demonstradas:
e Tentativa 1: {AND} — Nao!

e Tentativa 2: {OR} — Nao!

Tentativa 3: {AND, OR} — Nao!

Tentativa 4: {AND, OR, NOT} — OK! — Conjunto completo, mas ndo minimo...

Tentativa 5: {AND, NOT} ou {NAND} — OK! — Conjunto completo e minimo!

Tentativa 6: {OR, NOT} ou {NOR} — OK! — Conjunto completo e minimo!
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Conforme indicado pela Tentativa 4, a Tabela 4.17 ilustra as funcoes logicas de duas variaveis
e suas expressoes equivalentes, empregando os operadores AND, OR e NOT.

Funcao logica Expressao equivalente
X = fx(A, B) {AND, OR, NOT}
Xo (AN-A)=(BA-B)=F
Xi (AN B)
Xo (AN -B)
X3 A
Xy (ﬁA A B)
X5 B
Xs (AN-B)V (-ANAB)
X7 (AV B)
Xs - (AV B)=(-AA-B)
Xo (mAN-B)V(AAB)
X0 -B
X1 (A V ﬁB)
X12 —-A
X13 (_\A V B)
X14 - (AAB)=(-AV-B)
X15 (A\/—|A):(B\/—|B):T

Tabela 4.17: Funcgoes logicas de duas varidveis e suas expressoes equivalentes, empregando os

operadores AND, OR e NOT.

Uma vez que as Tentativas 5 e 6 apontam as fungdoes NAND e NOR, de duas entradas,
isoladamente como conjuntos completos minimos, estas fungoes sdo comumente denominadas
de fungdes (ou operadores ou portas ou gates) logicas universais.

A partir da Tentativa 4, a Tentativa 5 pode ser exemplificada por meio da relacao
(AVB)==("AAN-B)==(m(ANA)AN=(BAB))=(A1A)1(B1B) .
A partir da Tentativa 4, a Tentativa 6 pode ser exemplificada por meio da relacao
(AANB)==-(mAV-B)==(-(AVA)V-(BVB)=(Al A |l (BlB).

Exemplos de expressoes equivalentes, empregando os operadores binarios NAND e NOR,
podem ser encontrados no Apéndice A.

Os operadores NOT, AND e OR sao naturalmente utilizados nas expressoes logicas
elaboradas pelo ser humano. Além disso, os operadores AND e OR possuem a propriedade
de associatividade. Os operadores NOT, NAND e NOR sao facilmente implementados por
dispositivos eletro-eletronicos. Porém, os operadores NAND e NOR nao sdo associativos.
Assim sendo, é comum que se definam as expressoes logicas utilizando os operadores do conjunto
{NOT, AND, OR} e, em seguida, se for desejado, que elas sejam convertidas em expressoes
equivalentes, empregando os operadores do conjunto alternativo {NOT, NAND, NOR}.
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4.12 Decomposicao em funcgoes canodnicas

Uma vez que as fungdbes NOT, OR e AND, formam um conjunto funcionalmente completo,
sabe-se que uma funcao légica genérica pode ser decomposta em uma combinagao qualquer
de tais fungoes. Porém, pode-se definir uma decomposicao sistematica e bem estruturada,
empregando-se func¢odes canonicas, dos tipos m e M.

Em uma fun¢do canonica do tipo m, apenas um dos valores da sua Tabela Verdade é T,
enquanto todos os demais sao F. Uma vez que, na decomposicao de uma fungdo genérica, ela
sera um termo com um numero minimo de valores T, a funcao do tipo m é denominada de
mintermo. A funcdo AND possui um unico valor T na sua Tabela Verdade, quando ambas as
entradas assumem o valor T. Logo, um mintermo pode ser montado a partir uma funcao AND,
por meio de uma adequacao das variaveis de entrada.

Em uma fun¢do canonica do tipo M, apenas um dos valores da sua Tabela Verdade é F,
enquanto todos os demais sao T. Uma vez que, na decomposi¢do de uma fungdo genérica, ela
sera um termo com um nimero maximo de valores T, a funcao do tipo M, é denominada de
maxtermo. A funcdo OR possui um unico valor F na sua Tabela Verdade, quando ambas as
entradas assumem o valor F. Logo, um maxtermo pode ser montado a partir uma funcao OR,
por meio de uma adequacao das variaveis de entrada.

Para fungoes de duas varidveis, f(A, B), os mintermos m; sao definidos por:

o mo(A, B) = (~AA-B);
o mi(A,B) = (AN B);
o my(A, B) = (AA-B);
o m3(A, B) = (AAB).

Para fungoes de duas variaveis, f(A, B), os maxtermos M; sdo definidos por:

o My(A,B) = (AV B);
o M (A,B) = (AV -B);
o My(A,B) = (~AV B);
o M3(A,B) = (=AV -B).

A Tabela 4.18 apresenta as fungoes candnicas (mintermos e maxtermos) para duas variaveis.

Linha A | B Mg | M7 | Mo | N3 MO M1 M2 M3
0 F|F T | F | F | F F T T T
1 F|T F 7T | F | F T F T T
2 T | F F |\ F | T | F T T F T
3 T\ T F | F F T T T T F

Tabela 4.18: Tabela de fungoes canoénicas (mintermos e maxtermos) para duas variaveis.
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Para sintetizar os diversos valores T da Tabela Verdade de uma fung¢ao genérica, utilizam-se
os mintermos correspondentes, combinados pelo operador logico OR.

Para sintetizar os diversos valores F' da Tabela Verdade de uma func¢ao genérica, utilizam-se
os maxtermos correspondentes, combinados pelo operador 16gico AND.

A titulo de exemplo, a Tabela 4.19 ilustra a decomposi¢ao da funcdo X (A4,B) = (AY B)
de duas formas, que sao as seguintes:

1. X(A,B)=(AYB)=m;Vmy=(-AANB)V(AA-B).
2. X(A,B)=(AYB)=MyANM3;=(AV B)A(-AV-DB).

| | =
| S| |

|1 =
=SSN S

Tabela 4.19: Exemplo de decomposi¢ao em fungdes canonicas (mintermos e maxtermos).

Deve-se ressaltar que, para uma determinada funcdo alvo X (-), cada funcdo m; (ou M;)
utilizada na sua decomposigao é responséavel por sintetizar apenas um dos valores T' (ou F') de
X(+). Logo, o total de termos m somado ao total de termos M, usados na decomposigao de X (-),
¢ igual ao total de valores da sua Tabela Verdade. Deve-se perceber ainda que:

e L vilida a seguinte equivaléncia: —(m;) = M;.

e Portanto, as relagoes -m3 = M3 e =My = my representam, ao mesmo tempo, uma prova
para os Teoremas de De Morgan e uma outra forma de enuncia-los.

Por fim, deve-se notar que:

e Os mintermos sao aplica¢oes dos operadores NOT e AND sobre as variaveis. Por sua vez,
as fungoes logicas genéricas sao aplicagoes dos operadores OR sobre os mintermos.

e Os maxtermos sao aplicacoes dos operadores NOT e OR sobre as variaveis. Por sua vez,
as fungoes logicas genéricas sao aplicagoes dos operadores AND sobre os maxtermos.

e Logo, a decomposicao de uma funcao légica genérica em mintermos ou em maxtermos é
apenas um arranjo dos operadores NOT, OR e AND, por meio de uma estrutura bem
definida.

No caso particular de fungoes de uma variavel X (A), a Tabela 4.20 mostra que sao vélidas
as seguintes relagoes: mg = "My =—-Aem; = -M; = A.

[ A [[mo [ ma || Mo [ M |
F|T | F | F| T
TV F|T |T|F

Tabela 4.20: Tabela de fungoes candnicas (mintermos e maxtermos) para uma variavel.
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4.13 Conectivos de ordem superior

Os operadores logicos basicos anteriormente definidos sao associados a fungoes que depen-
dem de um ou dois parametros. Assim, os conectivos basicos sao ditos operadores binarios.

Apesar de um operador légico Op(A,B,C,D) ser, por defini¢ao, um bloco funcional genérico,
pode-se denominé-lo de um conectivo Op de ordem superior (a dois). Assim, um bloco funcional
associado ao operador Op(A,B,C,D) é representado por uma porta Op de quatro entradas.

Por exemplo, o operador AND(A,B,C,D) gera o valor T para a combinagdo A=B=C=D=T e
o valor F para as demais combinages. Possiveis implementagoes para o operador AND(A,B,C,D),
empregando-se apenas blocos fundamentais do tipo AND (X,Y), sdo dadas por

AND(A, B,C,D) = AND(D, AND(C, AND(B, A))) (4.1)

e por
AND(A, B,C,D) = AND(AND(D,C), AND(B, A)) . (4.2)

4.14 'Técnica de bundling

A técnica de bundling é uma operacao elementar, que permite simplificar expressoes de
fungoes légicas que contenham uma associagdo em trés planos (ou niveis) de légica com as
seguintes seqiiéncias de operadores: NAND — NOT — AND, NAND — NOT — NAND,
NOR — NOT — OR e NOR — NOT — NOR.

Nesses casos, é possivel agrupar (bundle) as varidveis do primeiro operador e passa-las
diretamente para o segundo operador, dispensando o operador NOT intermediario.

Tal modificagdo pode acarretar um ganho no tempo de resposta e/ou na quantidade do

circuito empregado na implementagao.
Para as associagoes NAND — NOT — AND e NAND — NOT — NAND, podem ser citados
os seguintes exemplos:

XA, B,C)=AN[~(BTC))=AN{-[-(BANCO)]}=AN(BANC)=(ANBAC),
X(A,B,C) = AT [2(B1O) = ~(AN{[(BACO)}) =~[AN(BAC) = (AT B1C)
{ X(A,B,C) = At [+(B1C)] = ~(AAN{=[=(BAC)}) ==[AN(BAC)] = (A1 B1C)
Y(B,C,D) =DV (B*1C)

Por sua vez, para as associagoes NOR — NOT — OR e NOR — NOT — NOR, podem ser
citados os seguintes exemplos:

X(A,B,C)=AV[~(BlCO)]=AVv{-[-(BVQ)]}=Av(BV(C)=(AvBVC(C),
X(A,B,C)=AL[~(BLCO)]=~(AV{-[~(BVO)}) =-[AV(BVCO)] = (Al BlC)

e

{ X(A,B,C)=AL[~(BLO)]=~(AV{-[~(BVO)}) =-[AV(BVC) = (Al BlC)

Y(B,C,D)=DA(B|C)
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4.15 Exemplos de aplicacao direta de portas l6gicas

As portas légicas sdo elementos basicos na construgao de circuitos digitais. Assim sendo,
elas podem ser pensadas como os circuitos digitais mais simples. A seguir, sdo apresentados
alguns exemplos de aplicacao direta de portas logicas.

4.15.1 Uso de operador légico como elemento de controle

No projeto de circuitos digitais, € comum que se necessite de alguns elementos basicos de
controle, os quais podem ser implementados através dos operadores 16gicos.

Considerando-se que as varidveis l6gicas A e B, bem como a fungao do operador X (A, B),
sejam respectivamente mapeadas nas variaveis de entrada FE, de controle CTRL e de saida
S(E,CTRL), e que elas assumam apenas os valores logicos F' e T', podem-se definir as agoes
de controle apresentadas na Tabela 4.21.

Uma simbologia genérica para tais operacoes pode ser visualizada na Figura 4.2.

] Operador 16gico: X (A, B) \ Agao de controle: S(E,CTRL) ‘
D[S = ermnB) = § G Coply
Navp_|S = (CTRLYB) = {p orply
or s = crmve = {7 Grm g
on s o - [T
won s+ emn < { £ G

s |3 - e - { LG
T e - [t
NOT IMPLICA | S = =(CTRL—»E) = {ﬁg g?gizg
$ = ~errien = { G Gy g

Tabela 4.21: Uso de operador l6gico como elemento de controle.

A — E —
Operador —— X(A,B)

T B

CTRL

Controle —— S(E,CTRL)

Figura 4.2: Uso de operador légico como elemento de controle: simbologia genérica.
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4.15.2 Identificador de paridade e gerador de paridade

De uma forma genérica, o termo PARIDADE pode ser tecnicamente utilizado para designar
a contagem de valores F ou T em um conjunto de valores V- = {Vj,V5,--- |V}, onde V}, €
{F,T}. Nesse sentido, paridade impar e paridade par indicam que o conjunto de valores V'
possui um numero impar e um numero par de valores F ou T, respectivamente.

Em algumas aplicagoes, pode ser necessario que se identifique a paridade de um dado con-
junto de valores V. = {V, V4, -+, Vy}. Em outras, um novo valor Vi deve ser gerado e
agregado a um dado conjunto V', de tal forma que o novo conjunto aumentado Vp = {V, Vy,1}
tenha a paridade desejada.

Analisando-se a Tabela Verdade dos operadores 16gicos XOR(A,B) e XNOR(A,B), pode-se
constatar que eles assumem o valor T quando existe em V' = {V}, 4}, respectivamente, um
numero impar de valores T e um ntimero par de valores F.

Portanto, para o conjunto V' = {V;,V4}, os operadores XOR(A,B) e XNOR(A,B) podem
ser usados como identificadores de paridade impar de valores T e paridade par de valores F,
respectivamente.

Por outro lado, para o conjunto V- = {Vi, V,}, os operadores XOR(A,B) e XNOR(A,B)
podem ser usados como geradores do valor V3, a fim de que o conjunto Vp = {Vi, V5, V3}
apresente paridade par de valores T e paridade impar de valores F, respectivamente.

4.15.3 Identificador de igualdade entre padroes binarios

Dadas duas cadeias de valores binarios, V. = {V}, V5, -+ [V} e W = {W, Wy, -+ [ Wy},
onde Vi, e Wy, € {F, T}, pode ser necessario identificar se ambos os padroes sao iguais.

Analisando-se a Tabela Verdade dos operadores 16gicos XOR(A,B) e XNOR(A,B), pode-se
constatar que eles assumem o valor T quando os valores de A e de B sao diferentes ou iguais,
respectivamente.

Portanto, para os conjuntos V.= {Vi} e W = {W; }, os operadores XOR(A,B) e XNOR(A,B)
podem ser usados como identificadores de diferenca e de igualdade, respectivamente.

4.16 Blocos funcionais fundamentais

Para um operador légico genérico, pode-se definir um bloco funcional que realize a operagao
logica correspondente. Posteriormente, pode-se propor um sistema fisico que implemente o
bloco funcional desejado.

No caso dos operadores logicos basicos, ¢ adotada uma nomenclatura espeficica para os
blocos funcionais a eles associados. Para a identidade logica, o bloco é denominado de BUFFER.
O bloco NOT é associado a negacao légica. Os demais operadores (AND, OR, XOR, NAND,
NOR, XNOR) sao associados a blocos funcionais que recebem a denominagao genérica de porta
logica (logic gate).

Blocos funcionais fundamentais, associados aos operadores légicos bésicos, sao ilustrados
na Figura 4.3. Os simbolos usados nessa figura, que apresentam distingdo de formato, sao
definidos no padrao IEEE Standard No.91 (ANSI Y 32.14, 1973). Um outro conjunto de
simbolos, ilustrados na Figura 4.4 e que apresentam um formato uniforme, foi estabelecido
pelo International Electrotechnical Comission (Publicagao IEC 117-15) e foi incluido no mesmo
padrao.
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ldentidade AND NAND

—>— ) =—

NOT OR NOR
XOR XNOR

—D- =D

Figura 4.3: Blocos funcionais fundamentais, associados aos operadores 16gicos basicos (IEEE).

Identidade AND NAND

1 — & . — & N
NOT OR NOR

1 —>1] —1=>1K
XOR XNOR

=1 T =la

Figura 4.4: Blocos funcionais fundamentais, associados aos operadores légicos basicos (IEC).

4.17 Manipulacao algébrica de blocos

Os blocos funcionais s@o uma representacao alternativa para os operadores logicos. Por
sua vez, os desenhos esquematicos que contém blocos funcionais, denominados de circuitos
logicos, sao uma representacao alternativa para as equagodes envolvendo operadores logicos.
Portanto, pode-se realizar uma manipulagao diretamente sobre os blocos l6gicos de um circuito,
equivalentemente aquela realizada sobre os operadores logicos de uma equagao. Dois exemplos
de manipulagao algébrica de equagoes sao mostrados nas Equagoes (4.3) e (4.4). Dois exemplos
de manipulagao algébrica de blocos, referentes as manipulagoes das Equagoes (4.3) e (4.4), sdo
mostrados nas Figuras 4.5 e 4.6, respectivamente.
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X(A,B) = AVB
= (mAAB)V(AN-B)
= 2 (=((=AAB)V(AA-B)))
= = ((~ANB) | (AA-B))
= 2((=(=AAB))A(=(AA=B)))
= (FATB)T(A1-B) . (4.3)

Figura 4.5: Manipulagao algébrica de blocos: exemplo 1.
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o1

X(A,B) = AVB
= (AVB)A(=AV-B)
= ~(=((AVB) A (-AV =B)))
= ~((AVB)*1 (=AV-B))
= ~((=(AVB))V(=(=AV=B)))
= (AlB) L (-A|-B) .

=
:[%F}

(

<

=
——

—

=
——

(

<

]
) —

<

Figura 4.6: Manipulagao algébrica de blocos: exemplo 2.
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4.18 Exercicios propostos

1. Para cada operador binario Op € {AND,OR, XOR, NAND, NOR, X NOR}, atenda aos
seguintes itens:

(a) Calcule o resultados das seguintes operagoes:
i. AOpF.
ii. AOpT.
iii. A Op A.
iv. A Op —A.
(b) Mostre que, para tais operadores, valem as seguintes propriedades:

i. Comutatividade: A Op B = B Op A.
ii. Associatividade: A Op (B Op C) = (A Op B) Op C.
iii. Distributividade com os demais operadores:
A Op; (B Op; C) = (A Op; B) Op; (A Op; C). para i # j.
(c) Calcule os seguintes elementos particulares:
i. Elemento neutro (E,): A Op E, = A.
ii. Elemento inverso (Ej,,): A Op Eipy = E,.

2. Considerando que todas as funcoes légicas sejam descritas pela combinagao dos operadores
unario e bindarios, prove que:
(a) Os conjuntos {AND}, {OR} e {AND, OR}, nédo sao conjuntos completos.
(b) O conjunto {AND, OR, NOT} é um conjunto completo.
(¢) O conjunto {AND, OR, NOT} nao é um conjunto completo minimo.
(d)
(e) O conjunto {OR, NOT} e {NOR} é um conjunto completo minimo.

O conjunto {AND, NOT} e {NAND} é um conjunto completo minimo.

3. Escreva as fungoes de todos os conectivos binarios utilizando apenas as seguintes fungoes
béasicas:

(a) {AND,NOT}.

(b) {OR,NOT?}.

(¢) NAND.

(d) NOR.

4. Prove as tautologias da Tabela 4.8.
5. Prove as equivaléncias das Tabelas 4.9, 4.10 e 4.11.
6. Prove os Teoremas de De Morgan.

7. Decomponha as fung¢oes de todos os conectivos binarios como combinacoes das fungoes
bésicas m; (mintermos), associadas pelo conectivo OR.

8. Decomponha as fungoes de todos os conectivos bindrios como combinagoes das fungoes
béasicas M; (maxtermos), associadas pelo conectivo AND.
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9. Dados os mintermos m;(A, B) e os maxtermos M;(A, B), atenda aos seguintes itens:
(a) Descreva cada mintermo m;(A, B) em fungao dos demais mintermos m;(A, B),
onde ¢ # j.
(b) Descreva cada mintermo m;(A, B) em funcao dos maxtermos M, (A, B).

(c) Descreva cada maxtermo M;(A, B) em funcao dos demais maxtermos M;(A, B),

onde i # j.

(d) Descreva cada maxtermo M;(A, B) em fungao dos mintermos m;(A, B).
10. Para os exercicios listados abaixo, considere as equacoes logicas apresentadas em seguida.
Exercicios:

(a) Desenhe um Diagrama de Blocos Funcionais equivalente, para cada uma das equagoes
logicas fornecidas.

(b) Decomponha cada uma das equagoes logicas fornecidas como combinagao das fungoes
bésicas m; (mintermos), associadas pelo conectivo OR.

(c) Decomponha cada uma das equagoes légicas fornecidas como combinagao das fungoes
bésicas M; (maxtermos), associadas pelo conectivo AND.

(d) Desenhe um Diagrama de Blocos Funcionais equivalente, para cada uma das decom-
posicoes pedidas anteriormente.

Equacoes logicas:
i. F(A,B)=(AVB)A(AV-B)A(-AV B).
A B)=(-AVB)AN(AV-B)A(-AV-B).
iii. F(A,B)=(AAN-B)V(-AANB)V(ANAB).
iv. F(A B) = (—\A/\—\B)\/(—\A/\B)\/(A/\—\B).
v. F(A,B,C,D)=(AV B) A (=(C AD)).

ii. F(
F(
(
(

11. Para cada operador binario Op € {AND,OR, XOR,NAND,NOR,XNOR} ¢ N > 2,
atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule o resultado da seguinte seqiiéncia de operagoes:

(Vw Op (-+- (V3 Op (V2 Op V1)) --+)) .
(Sugestao: Calcule os casos particulares onde N = 2,3, 4,5 e aplique o Principio de
Inducgao Matematica para obter o resultado do caso geral.)
(b) Considere que Op(Vi, Vs, -+, Vy) é um operador de ordem N e verique a validade
da seguinte relacao:
Op(Vi,Va,-++ V)= (Vv Op (--- (V3 Op (V2 Op V1)) ---)) .

12. Verifique a validade das seguintes relagoes:

(a) A XOR B =(-A AND B) OR (A AND -B) = (A OR B) AND (~A OR —B).
(b) AXNOR B = (A AND B) OR (~A AND —B) = (~A OR B) AND (A OR —B).
(¢) A XOR B=-(AXNOR B)=-AXNOR B=A XNOR —B.

(d) A XNOR B =—~(A XOR B) =-A XOR B=A XOR —B.
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13. Dadas as seguintes relacoes:

(a
(b
(c
(d
(e
(f
(g

)
)
)
)
)
)
)
()

R, = (A XOR B),

R, = (A XOR —B),

Rs = (-A XOR B),

Ry = (~A XOR —B),
Rs = (A XNOR B),
Re = (A XNOR —B),
R; = (A XNOR B),
Rs = (A XNOR —B),

atenda aos seguintes itens:

e calcule a tabela verdade para cada uma delas;

e cxpresse cada uma delas por meio de uma combinagao de mintermos;

e expresse cada uma delas por meio de uma combinagao de maxtermos;

e identifique as equivaléncias existentes.
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Capitulo 5

Algebra de Boole

5.1 Introducao

A implementacao de um sistema digital apresenta um custo.

Por razoes 6bvias, sempre ¢ desejado o menor custo possivel.

A complexidade da implementacao é um dos itens associados ao seu custo.
Logo, deve-se minimizar a implementacao a fim de se reduzir o seu custo.

Na modelagem de um problema por equagoes logicas, podem-se obter inimeras equagcoes
logicas equivalentes.

Nesse caso, visando minimizar o custo da implementacao, é interessante que se encontre
a menor equagao logica possivel, a fim de se alcancar a menor implementagao possivel.

O Calculo Proposicional nao apresenta ferramentas adequadas para encontrar a funcao
logica minima, dentro de um conjunto de equagoes logicas equivalentes.

Assim, torna-se necessario definir uma representacao para a logica empregada, a qual
forneca ferramentas para a minimizagao das fungoes logicas.

Tais ferramentas podem ser encontradas na algebra abstrata.

A algebra pode ser definida como o ramo da matematica que estuda as generaliza¢oes dos
conceitos e das operagoes da aritmética.

Em &lgebra abstrata definem-se estruturas abstratas que representam, de uma forma
global, diversas estruturas encontradas na pratica.

Uma estrutura algébrica adequada para a formula¢dao, a manipulagdo e a minimizagao
de funcgoes logicas foi inicialmente proposta por George Boole, a qual serd tratada neste
capitulo.
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5.2 Postulados de Huntington

e Na definicdo de estruturas algébricas abstratas, é utilizado um processo axiomatico.
e Em um sistema axiomatico, sao estabelecidos os seguintes itens:

— um conjunto de elementos;

— um determinado niimero de operagoes;

alguns elementos particulares;
— algumas propriedades.
e Na associagdo de uma determinada estrutura abstrata com um determinado sistema
existente sao definidos:
— 0s elementos que compoem os conjuntos;
— o funcionamento das operagoes;

— os elementos particulares.
e Um sistema axiomatico pode ser definido de diversas maneiras equivalentes entre si.

e Entre as diversas formas de abordar a estrutura proposta por Boole, uma das mais
utilizadas sao os Postulados de Huntington, apresentados a seguir.

e Deve ser ressaltado que, nesses postulados, os simbolos denotam itens puramente ab-
stratos. Assim sendo, as operagoes abstratas “+”7 e “-” nao significam as operagoes
aritméticas basicas de adicao e multiplicacao. Por sua vez, os simbolos “0” e “1” nao
representam quantidades, uma vez que nao é definido um tipo particular para os elemen-
tos.

e Postulados de Huntington

1. Existe um conjunto K de objetos ou elementos, sujeito a uma relacao de equivaléncia,
denotada pelo simbolo “=", que satisfaz ao principio da substituicao.

2. E definida uma operacéo, denotada por “+7, tal que, dados a e b € K, (a+0b) € K.
E definida uma operagao, denotada por “-” tal que, dadosaeb € K, (a-b) € K.

3. Existe um elemento 0 € K, tal que, para cada a € K, (a + 0) = a.
Existe um elemento 1 € K, tal que, para cada a € K, (a-1) = a.

4. As seguintes relagoes de comutatividade sao validas:
(a+b)=(b+a)
(a-b) = (b-a)

5. As seguintes relagoes de distributividade sao validas:
a+(b-c)=(a+0b) (a+c)
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c)

6. Para cada elemento a € K existe um elemento a € K, tal que:
at+a=1
a-a=20

7. Deve haver, pelo menos, um total de dois elementos a e b € K, tal que a # b.
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5.3 Versao alternativa para os Postulados de Huntington

e A Algebra Booleana é um conjunto B = {a,b,c,---} com duas operagoes bindrias, U
(cup) e N (cap), satisfazendo os seguintes postulados:

1. Cada uma das operagoes bindrias é comutativa.
Assim, dados a e b € B, tem-se que:
(aUb) = (bUa)
(anb)=(bNa)

2. Existem dois elementos distintos, z e u € B, respectivamente relativos as operagoes

U e N, tal que:
(aUz)=a
(anu) =a

3. Cada uma das operagoes é relativamente distributiva a outra, de tal forma que:
aU(bnNec)=(aUb)N(aUc)
an(bUc)=(anb)U(anc)

4. Para cada elemento a € B existe um elemento @ € B, tal que:
alUa=u
afna=z

e Deve ser ressaltado que, nesses postulados, os simbolos denotam itens puramente ab-
stratos. Assim sendo, as operagoes abstratas “U” e “N” nao significam as operagoes bési-
cas sobre conjuntos conhecidas respectivamente como uniao e interse¢do. Por sua vez, os

Waon Wy M

simbolos “z” e “u” nao representam respectivamente os conjuntos Vazio e Universo.

5.4 Dualidade

A dualidade é a caracteristica daquilo que é dual, o que significa ser composto por duas
unidades ou dois elementos.

e Pode-se observar que alguns dos Postulados de Huntington sao apresentados em pares.

e Em cada par, um postulado pode ser obtido através do outro, efetuando-se a troca das
operacoes “+” e “-”, bem como dos elementos 0 e 1.

e Cada teorema relacionado a estrutura algébrica de Boole possui um teorema dual.

e Ao usar a dualidade sobre a prova de um teorema, pode-se facilmente provar o seu dual.

e A dualidade é normalmente expressa por meio de um teorema. Sendo um teorema sobre
teoremas, ela faz parte do que é chamado de metamatematica.
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5.5 Lemas e teoremas fundamentais

e Nessa secdo, apresentam-se lemas e teoremas para a estrutura algébrica de Boole.

e Os postulados podem ser entendidos como proposi¢coes fundamentais do sistema ax-
iomatico, enquanto os lemas e os teoremas sao proposicoes derivadas a partir das proposicoes
fundamentais, por meio de regras dedutivas.

e Os lemas sao resultados intermediarios das provas dos teoremas.

e Os teoremas podem ser usados como ferramentas para resolucao de problemas.

e Os lemas e os teoremas, apresentados a seguir, podem ser demonstrados a partir dos
Postulados de Huntington, definidos anteriormente.

e Lemas:

® N o W

Os elementos 0 e 1 sao Unicos.

Para cadaa € K, (a+a)=ae (a-a)=a.

Para cadaa € K, (a+1)=1e (a-0)=0.

Os elementos 0 e 1 sao distintos e T = 0.

Para cadaparaebe K,a+ (a-b) =aea-(a+b) =a.

O elemento @, definido no Postulado 6, é tnico, para cada a € K.

Para cada a € K, a = (a).

Para quaisquer trés elementos a,bec € K, a-[(a+b)+c]=[(a+b)+ ] -a=a.

e Teoremas:

. Para quaisquer trés elementos a,b e c € K,

a+(b+c)=(a+b)+c
a-(b-c)=(a-b)-c

Para cada para e b € K,
a+ (a-b) = (a+Db)
a-(@+b)=(a-b)

Para cada para e b € K,
atb=a-b
a-b=a+b

Para quaisquer trés elementos a,bece€ K, (a-b)+ (@-c)+ (b-c) = (a-b) + (a-c).
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5.6 Definicao de uma estrutura algébrica particular

De acordo com o Postulado 7, apresentado acima, o menor conjunto K possivel é aquele
que possui dois elementos. Por sua vez, uma estrutura algébrica que possa ser associada ao
Calculo Proposicional também deve possuir um conjunto K com dois elementos. Portanto, para
modelar algebricamente o Calculo Proposicional, pode-se definir a seguinte estrutura algébrica:

e Elementos: K = {0, 1}.

0 1
e Complementos: { 1 0
. 11 =141 = 140 = 041 = 1
oIdent1dades.{O+O - 00 = 0-1 = 1-0 =

5.7 Exemplos de associacao com a estrutura algébrica
de Boole

Calculo Proposicional: a associacao entre o Calculo Proposicional e a estrutura algébrica
de Boole ¢ apresentada na Tabela 5.1.

Teoria de conjuntos: a associacao entre a teoria de conjuntos e a estrutura algébrica de
Boole é apresentada na Tabela 5.2.

Das Tabelas 5.1 e 5.2, pode-se concluir que o Calculo Proposicional e Teoria de Conjuntos
compartilham a mesma estrutura algébrica de Boole.

Célculo Proposicional H Algebra de Boole

A
Y +
F 0
T 1

Tabela 5.1: Tabela de mapeamento: Calculo Proposicional x Algebra de Boole.

Teoria de Conjuntos H Algebra de Boole

N

U +

S, 0

Sy 1
C9) g

Tabela 5.2: Tabela de mapeamento: Teoria de Conjuntos x Algebra de Boole.
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5.8 Isomorfismo

Sistemas que sao modelados pela mesma estrutura algébrica sao ditos sistemas isomérficos.

Sistemas isomérficos podem ser mapeados uns nos outros, por intermédio da estrutura
compartilhada.

As operacoes realizadas em cada sistema isomérfico sao equivalentes e podem ser relacio-
nadas entre si.

As ferramentas existentes em um sistema isomofico podem ser usadas para resolver prob-
lemas nos sistemas equivalentes, através do mapeamento adequado.

5.9 Simplificacao algébrica de expressoes logicas

As expressoes logicas, provenientes de problemas reais e que devem ser implementadas
com o menor custo possivel, podem ser simplificadas por meio das ferramentas da algebra
abstrata (Postulados, Lemas e Teoremas).

Inicialmente, deve-se mapear o sistema légico (Calculo Proposicional) em um sistema
algébrico (estrutura algébrica de Boole).

Em seguida, pode-se realizar a manipulacao algébrica das expressoes logicas mapeadas,
a fim de reduzi-las a formas mais simples e, conseqiientemente, reduzir o custo de sua
implementagao.

As ferramentas algébricas utilizadas sao os postulados, os lemas e os teoremas da estrutura
algébrica com a qual se esteja trabalhando.

A manipulagao algébrica nao sistematica depende da habilidade do profissional e nao
¢é diretamente automatizavel, uma vez que nao ha uma defini¢ao inicial nem de qual
conjunto de ferramentas nem de qual item do conjunto deva ser utilizado, nem mesmo
em qual ordem.

Portanto, faz-se necessario utilizar algum mecanismo mais adequado a atividade de sim-
plificacao das expressoes.

Um exemplo de manipulacao algébrica nao sistematica é apresentado a seguir.

5.10 Exemplo de manipulacao algébrica nao sistematica:

Postulados, Lemas, Teoremas

Inicialmente, usando a Tabela 5.1, a expressao logica (AV B) A (AV -B) A (mAV B) é
mapeada na expressio booleana (A+ B)-(A+B)-(A+ B). Em seguida, as Equagdes (5.1) a (5.3)
ilustram possiveis manipulagoes algébricas, nao sistematicas, da expressao booleana, a fim de
minimiza-la. E facil perceber, por essas equacoes, que, dependendo das escolhas realizadas, hé
uma grande diferenca no esfor¢co dispendido. Além disso, ndo ha qualquer garantia de que a
expressao final seja a expressao minima, ou de que a expressao minima serd alcancada.
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| P5
( + ) (A+ B)
\J /
((A-A)+(B-A)]+[(A-B)+(B-B)])- (A+ B)
L2
([A+(B-A)]+[(A-B)+ ])-(A+B)
!
([A+(B-A)]+[(A-B)+0)-(A+ B)
| P4
([A+(A-B)]+ )- (A+ B)
!
([A+(A-B)]+[(4-B)])  (A+B)
l L5
!
[A-(A+B)|+[(A4-B)-(A+B)|
| P5/P5
+(A-B)+(A-B-4A)+(A-B-B)
!
0+(A-B)+(A-B-A)+(A-B-B)
| P4
0+(A-B)+(A-A-B)+
!
0+(A-B)+(A-A-B)+(A-B-B)
| P6
0+ (A-B)+(0-B) +
!
0+ (A-B)+(0-B)+(A-0)
| P4
0+ (A-B)+(B-0)+
!
0+ (A-B)+(B-0)+0
l L3
+0+0
!
(A-B)+0+0+0
| P3
+0
!
(A-B)+0
| P3
(A-B) (5.1)
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(A-A)+(A-B)

P5

P3

P6

P3

L2

P5

P6

P4

P3

(5.2)
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5.11 Exemplo de manipulacao algébrica por isomorfismo:
Diagrama de Venn

e Na tentativa de sistematizar o processo de simplificacao de uma expressao légica, pode-se
aproveitar o isomorfismo existente entre o Calculo Proposicional e a Teoria de Conjuntos.

e Mapeando-se as operacoes e os elementos dos dois sistemas, o Diagrama de Venn pode
ser usado na simplificacdo de expressoes ldgicas que envolvam 2 ou 3 variaveis.

e Nesse sentido, a cada variavel da expressao logica é associado um conjunto e para cada
linha da Tabela Verdade da expressao logica é associada uma regiao do Diagrama de Venn
construido com os conjuntos definidos.

e A Figura 5.1 mostra um exemplo de mapeamento entre uma funcao genérica de duas
variaveis e um Diagrama de Venn.

e Através da manipulacao do Diagrama de Venn, pode-se tentar encontrar uma expressao
simplificada, equivalente a expressao original.

e Ainda assim, embora seja um processo sistematico, a etapa final da simplificacdo através
do Diagrama de Venn exige habilidade para encontrar a expressao mais simples.

e Além disso, para expressoes que envolvam mais varidveis, o processo torna-se complexo e
confuso.

e Portanto, devem ser utilizadas ferramentas mais eficientes, as quais serao tratadas a
seguir.

A B|| X(A,B) Xo v
A B

F F|| X

FT| X —

TF| X,

T T| X3

Figura 5.1: Mapeamento entre uma funcao genérica de duas variaveis e um Diagrama de Venn.
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5.12 Resumo das relacoes algébricas

As Tabelas 5.3 a 5.7 apresentam um resumo das relagoes algébricas abordadas neste capitulo:
os postulados, os lemas, os teoremas, a definicao de uma estrutura algébrica de Boole particular
e os isomorfismos.

Postulados de Huntington

P6

P3 {a—i—O = a
a1 = a
(a+b) = (b+a)
H {(a-b) ~ (-
a+(b-c) = (a+b) (a+c)
P }a-(l%#c) = (a-b)+(a-c)

Tabela 5.3: Resumo dos Postulados de Huntington para a estrutura algébrica de Boole.

Lemas

L2 {CL+CL = a

a-a = a

a+1 =1
L3 {a-O = 0

0 =1
R

a+(a-b) = a
L {a-(a+b) = a
L7 {a = (a)
L8 {a-[a+b)+d = [(a+b)+d-a = a

Tabela 5.4: Resumo dos lemas para a estrutura algébrica de Boole.
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n [

R P

m {6 o
AT T AT

Tabela 5.5: Resumo dos teoremas para a estrutura algébrica de Boole.

Estrutura algébrica de Boole Particular
Elementos  {K ={0,1}

0 =1

Complementos {0 —
. 1-1 = 1+1 = 140 = 0+1 =1
Identidades {0+0 - 0.0 = 01 = 1-0 = 0

Tabela 5.6: Resumo da definicdo de uma estrutura algébrica de Boole particular.

Isomorfismos
Teoria de Conjuntos | Célculo Proposicional | Algebra de Boole
U V +
N A .
Sy F 0
Su T 1
C(S) —(9) S

Tabela 5.7: Resumo das relagoes de isomorfismo.
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5.13 [Exercicios propostos
1. Considerando o isomorfismo do Célculo Proposicional com a Algebra de Boole Binéria:

(a) Provar que os postulados, os lemas e os teoremas, da Algebra de Boole, se aplicam
para o Célculo Proposicional.

(b) Para cada um dos operadores l6gicos (unario e binarios), escrever sua Tabela Verdade
usando a notacao da Algebra de Boole.

2. Para uma fungao genérica de duas varidveis, montar sua Tabela Verdade e identificar, em
um Diagrama de Venn correspondente, cada uma das linhas da tabela.

3. Para uma funcao genérica de trés variaveis, montar sua Tabela Verdade e identificar, em
um Diagrama de Venn correspondente, cada uma das linhas da tabela.

4. Desenhar um Diagrama de Venn equivalente para cada uma das funcgoes logicas
Xi = fZ<A,B), onde 0 < 1 < 15,

5. Para os exercicios listados abaixo, considerar as equacoes logicas apresentadas em seguida.

(a) Escrever as equagdes booleanas referentes as equagoes logicas fornecidas.

(b) Montar a Tabela Verdade para cada uma das equagoes 16gicas fornecidas, usando a
notacao da Algebra de Boole.

(c) Aplicando os postulados, os lemas e os teoremas, da Algebra Abstrata de Boole,
apresentar uma simplificagdo para as equagoes booleanas referentes as equagoes 16g-
icas fornecidas.

(d) Utilizando o Diagrama de Venn, apresentar uma simplificacio para as equagoes
booleanas referentes as equacoes logicas fornecidas.

Equagoes logicas:

i. F(A,B)=(AVB)AN(AV-B)A(-AV B).
1i. ( ) = (—\A\/B) (A\/ﬂB)/\(ﬂA\/—\B).
iii. F(A,B)=(AAN-B)V(-AAB)V(AAB).
iv. F( ):(—\A/\—\B) (—\A/\B)\/(A/\—\B).
v. F(A,B,C,D)=(AV B)A(=(C A D)).

6. Provar as relagoes dos conjuntos duais abaixo, utilizando a Tabela Verdade com a notagao
da Algebra de Boole. Repetir o exercicio, utilizando o Diagrama de Venn.

(a) A+0=A (P3)
A+A=1 (P6)
A+A=A (L2)
A+1=1 (L3)

(b) A-1=A (P3)
A-A=0 (P6)
A-A=A (L2)
A-0=0 (L3)
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7. Provar as relagoes abaixo, relativas ao conectivo XOR (@), utilizando a Tabela Verdade
com a notacao da Algebra de Boole. Repetir os itens (a) a (n), utilizando o Diagrama de

Venn.

(a) Ap0=A

b) Apl1=A4

(c) A@A=0

(d) A A=1

(e) A A=0

f) (AdA) A=A

(g) (A ) A=A

(h) A (A A)=A

i) Ao (AdA)=A

(j) AB=(A-B)+(A-B)=(A+B)-(A+ B)

(k) AeB=(A-B)+(A-B)=(A+B)-(A+B)

(1) AeB=AoB=AeB

(m) (AGB)&C=A®(BaO)

n) A-(BaC)=(A-B)®(A-C)

(o) f(C,D,E,F)=(C-D)+ (E-F)=A®B,paraC=A D=B E=AeF =B
(p) f(C,D,E,F)=(C-D)+(E-F)=A®B,pwraC=A D=B, E=Ae¢eF =B
(q) f(C,D,E;F)=(C+D)-(E+F)=A®B,pawaC=A D=B EFE=Ae¢F =B
(r) f(C,D,E,F)=(C+D)-(FE+F)=A®&B,pawaC=A D=B, E=AeF =B
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Capitulo 6

Formas padroes para representacao de
expressoes booleanas

6.1 Introducao

O projeto de sistemas digitais convencionais envolve a implementacao de equagoes logicas.
Equagcoes 1ogicas expressas pela Algebra de Boole sdo denominadas equacdes booleanas.

A minimizacao do custo de implementacao de um projeto esta associada a simplificacao
de suas equacoes booleanas.

Um processo eficiente de simplificacdo deve ser simples de se entender, facil de se operar,
de rapida execucao e completamente sistematico, a fim de permitir sua automatizacgao.

Os processos sistematicos de simplificacdo que serao apresentados nos capitulos que se
seguem trabalham sobre uma funcao expressa em formas padroes.

Assim, para que se possa usar tais ferramentas de projeto, expressoes booleanas genéricas
devem ser inicialmente expandidas para tais formas.

As formas padroes basicas sao as decomposicoes da expressao booleana original em minter-
mos e maxtermos.

Uma expansao em mintermos envolve realizar os mintermos necessarios com operadores
AND e, em seguida, combina-los com operadores OR. Por essa razao, uma decomposicao
em mintermos é chamada de forma padrao AND-OR.

Uma expansao em maxtermos envolve realizar os maxtermos necessarios com operadores
OR e, em seguida, combiné-los com operadores AND. Por essa razao, uma decomposi¢ao
em maxtermos é chamada de forma padrao OR-AND.

As demais formas padroes surgem como resultado de manipulagoes algébricas das formas
padroes basicas.

Podem ser identificados dois conjuntos de formas padroes:

— Grupo AND-OR — {AND-OR, NAND-NAND, OR-NAND, NOR-OR}.
— Grupo OR-AND — {AND-NOR, NAND-AND, OR-AND, NOR-NOR}.

69



70 Capitulo 6. Formas padroes para representacao de expressoes booleanas

6.2 Definicoes

e Literal: variavel booleana ou seu complemento.

e Termo (combinacao de literais):

Termo produto: combinacao de literais através do operador AND.
— Termo soma: combinacao de literais através do operador OR.

— Termo normal: termo produto ou termo soma onde nenhum literal aparece mais de
uma vez.

— Termo normal expandido: termo normal que contém todos os literais envolvidos na
expressao booleana.

e Expansao (combinagao de termos):

— Soma de produtos (SOP): combinagao de termos produto através do operador OR.

Produto de somas (POS): combinagao de termos soma através do operador AND.
— Soma de produtos normal: SOP onde os termos produto sdo termos normais.

Produto de somas normal: POS onde os termos soma sdo termos normais.

— Forma normal expandida: forma normal (SOP ou POS) onde cada termo é um termo
normal expandido.

e Expansao padrao:

— Em uma forma SOP normal expandida, os termos produto sdao chamados de:
produtos padroes, produtos canonicos ou mintermos.

— A forma SOP normal expandida recebe as seguintes denominagoes: SOP padrao,
SOP candnica, soma de mintermos, decomposicio em mintermos ou forma
normal disjuntiva completa.

— Em uma forma POS normal expandida, os termos soma sao chamados de:
somas padroes, somas candnicas ou maxtermos.

— A forma POS normal expandida recebe as seguintes denominagoes: POS padrao,
POS canodnica, produto de maxtermos, decomposicdo em maxtermos ou forma
normal conjuntiva completa.

e Observagoes:

— Uma vez que (A-A) = (A+A) =A, (A+A) =1e (A-A) =0, conclui-se que
multiplas ocorréncias de um literal em um termo soma ou em um termo produto
acarretam: i) redundéncia ou ii) fungoes triviais.

Portanto, pode-se dizer que, para fins de simplificacdo, a forma normal é a melhor
forma de representacao.

— Além disso, observa-se que a forma normal expandida representa a maior forma de
uma expressao sistematicamente construida, sem redundancias.
Por essa razao, ela serd o ponto de partida para o processo de simplificacdo que sera
adotado, como sera abordado a seguir.
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e Exemplos da definicao de mintermos e maxtermos, para trés variaveis, sao apresentados
na Tabela 6.1 e na Tabela 6.2, respectivamente.

e Deve ser ressaltado que a chamada “Notagao alternativa”, ilustrada na Tabela 6.2, nao
sera empregada neste texto.

’ Linha H A \ B \ C H Produto H Mintermo ‘
0 olojo](4-B-0) mo
1 olo|1]|(A-B-C) mi
2 ol11]o0 (Z-B-U) ma
3 o111 <Z~B . C) ms
4 1/o]o (A-E-U) my
5 1lo[1](4-B-C) ms
6 1/1]o](4a-B-0) me
7 1[1[1](A-B-C) ms

Tabela 6.1: Definigdo de mintermos para trés variaveis (A,B,C).

Linha || A| B | C Soma Mazxtermo Nota(;éo
alternativa
0 0l0][0] (A+B+C) My M
1 0/0|1](4+B+0) M, M
2 0[1]0](A+B+C) M, M;
3 011 (A +B+ U) M M,
4 1/o]o (A + B+ C) M, M
5 1lo|1]|(4+B+0) M; M,
6 1l1]0](A+B+C) M M,
7 1/1]1](A+B+0) M; M,

Tabela 6.2: Definigdo de maxtermos para trés variaveis (A,B,C).

6.3 Obtencao de formas SOP e POS padroes

Dada uma expressao booleana qualquer, pode-se obter uma forma padrao (SOP ou POS)
por meio dos seguintes procedimentos ou de suas combinagdes: complementacao da lista de
termos candnicos, manipulacao algébrica e utilizacdo de tabela verdade. Cada um deles é
abordado a seguir.

6.3.1 Complementacao da lista de termos canonicos

Dada uma fungao légica, cada termo candnico (mintermo ou maxtermo) de uma forma
padrao que a represente é associado a uma linha da sua tabela verdade.
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Uma vez que foi adotada uma numeracao tnica para mintermos e maxtermos, associada
com o numero da linha da tabela verdade, pode-se facilmente obter a lista do termos canonicos
de um dos dois tipos por complementacao numérica da lista do outro tipo.

Por exemplo, dada a expressao F'(A, B,C) =Y (1,3,5) para definir a SOP padrao, pode-se
obter a expressao F'(A, B,C) = [1(0,2,4,6,7) para definir a POS padrao, e vice-versa, por
simples complementagao numérica.

6.3.2 Manipulacao algébrica

Para que se obtenha uma forma normal, a partir de uma equagao genérica, deve-se atender
aos seguintes itens:

e Inicialmente, se houver negacao de algum termo que nao seja um literal, deve-se aplicar

o teorema de De Morgan.

e Quando houver negacao apenas de literais, deve-se aplicar, repetidamente, as regras de
distributividade.
e Finalmente, deve-se eliminar literais e/ou termos redundantes ou triviais.

Para que se obtenha a forma normal expandida, a partir de uma forma normal, deve-se
atender aos seguintes itens:

e Primeiro, deve-se inserir os literais faltosos nos termos normais. Isso é feito aplicando-se
os postulados, os lemas e os teoremas da algebra de Boole sobre a forma normal.

e Em seguida, deve-se eliminar literais e/ou termos redundantes ou triviais.

Um exemplo do procedimento para a obten¢ao de uma forma POS padrao é apresentado na
Equacao (6.1), para F' = f(A, B,C, D).

F = (A+B)-(C-D)
— (A+B)-(C+D)

= (A+B+0)-(0+C+ D)
= [A+B+(C-C)]-[(B-B)+C+ D
= (A+B+C)- (A+B+C)- (B+C+D)-(B+C + D)

(A+B+C+0)-(A+B+C+0)-(0+B+C+D)-(0+B+C+D)
[A+B+C+(D-D)]-[A+B+C+(D-D)]-
(A-A)+B+C+D]-[(A-A)+B+C+ D]

[

= (A+B+C+D)- (A+B+C+D)-(A+B+C+ D) -
(A+B+C+D)-(A+B+C+D)-(A+B+C+D)-
(A+B+C+D)-(A+B+C+ D)

= (A+B+C+D)- (A+B+C+D)-(A+B+C+ D) -
(A+B+C+D)- (A+B+C+D)-
(A+B+C+D)-(A+B+C+D)

= []M(0,1,2,3,11,7,15) (6.1)
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Um exemplo do procedimento para a obten¢ao de uma forma SOP padrao é apresentado na
Equagao (6.2), para F'= f(A, B,C, D).

F = (A+B)-(C-D)

= (A+B)-(C+D)

= [(A+DB)-C]+[(A+B)- D]

= [(A-C)+(B-0O)+[(A-D)+ (B-D)]

= (A-O)+(B-C)+(A-D)+(B-D)

= (A-1-C)+(1-B-C)+(A-1-D)+(1-B-D)

= [A-(B+B)-C]+[(A+A4)-B-C]+
[A-(B+B)-D|+[(A+A)-B- D]

= A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+
(A-B-D)+(A-B-D)+(A-B-D)+(A-B-D)

= (A-B-O)+(A-B-O)+(A-B-C)+
(A-B-D)+(A-B-D)+(A-B-D)

= (A-B-C-1)+(A-B-C-1)+(A-B-C-1)+
(A-B-1-D)+(A-B-1-D)+(A-B-1-D)

= [A-B-C-(D+D)|+[A-B-C-(D+D)]+[A-B-C-(D+ D)]+
[A-B-(C+C)-D|+[A-B-(C+C)-D|+[A-B-(C+C) D

= (A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+
(A-B-C-D)y+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)

= (A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+
(A-B-C-D)

> m(13,12,9,8,5,4,14, 10, 6)

(6.2)
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6.3.3 Utilizacao de tabela verdade

A partir de uma tabela verdade, pode-se obter diretamente as formas padroes na forma de
decomposi¢do em mintermos ou maxtermos. Ambas as formas sao discutidas a seguir.

Decomposicao em mintermos

e Dada uma expressao booleana, pode-se montar uma tabela verdade que a represente,
como demonstrado na Tabela 6.3, para uma fungao X = f(A, B,C).

A|B|C X Y1 Y| Ys Linha Produto Mintermo
0/0/]0 0 0l0]o0 0 (Z .B- 6) mo
0]0]1 1 1/0]o0 1 (Z B - C) m
ol11]o0 0 0l0]o0 2 (Z .B- U) ms
011 0 0l0]o0 3 (Z .B- C) ms
1lolo 1 ol1]0 4 (A B - 6) my
101 0 0olo]o 5 (4-B-C) ms
1110 1 0]0]1 6 (A .B- 6) me
111 0 0100 7 (A-B-C) ms

Tabela 6.3: Exemplo de funcao X, proposta de decomposicao de X em fungoes Y}, e associacao
das fungoes Y, com os mintermos my.

e Da Tabela 6.3, pode-se escrever que

Yi = f(ABC) = (A-B-C) = m
Y, = HABC) — (A-B-T) = m
Y; = f3(A7B,O) = A-B-C = Mg

¢ que X = f(4,B,C) = (Vi) + (¥a) + (V).

e Pelas defini¢oes apresentadas, as fungoes auxiliares Y; sao mintermos e a funcao X pode
ser descrita pela forma SOP padrao X = my +my + mg = > m(1,4,6).

e Analisando-se as fun¢oes auxiliares Y;, pode-se observar que, para cada combinacgao das
variaveis, apenas um dos termos produto apresenta um valor légico 1, enquanto todos os
outros assumem o valor logico 0. Essa ¢ a razao pela qual tais termos sao denominados
produtos canénicos ou mintermos.

e Uma vez que toda expressao booleana é completamente representada por uma tabela
verdade e, a partir da tabela verdade, sempre é possivel se obter uma forma SOP padrao,
pode-se enunciar o teorema a seguir.

e Teorema: Qualquer expressdao booleana de N variaveis, y = f(x1, 22, ,zy), pode ser
expressa por uma forma SOP padrao.
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Decomposicao em maxtermos

e Dada uma expressao booleana, pode-se montar uma tabela verdade que a represente,
como demonstrado na Tabela 6.4, para uma fungao X = f(A, B,C).

A|B|C X 1| Zo | Zsy | Zy | Zs Linha Soma Maztermo
000 [0 01 1|11 0 (A+ B+ C) || My (ou M)
olof[1] 1 111 ]1]1 1 || (A+B+0) | My (ou M)
ojl1lo]]o0 1{of1]1]1 2 [ (A+B+C) | M (ou M;)
011 0 tl1lo]1]1 3 (A +B+ C) Ms (ou My)
1]olo 1 11l 1]1]1 4 (A + B+ C) M, (ou M)
1lol1]]o 1] 11]0]1 5 | (A+B+C) | M; (ou M)
1l1]o] |1 11111 6 | (A+B+C) | Ms (ou My)
111 0 tl1l1]1]o 7 (Z+§+O) M (ou M)

Tabela 6.4: Exemplo de fungao X, proposta de decomposicao de X em fungodes Z; e associacao
das fungoes Z; com os maxtermos Mj,.

e Da Tabela 6.4, pode-se escrever que

7 fi(A, B,C) (A+B+C) = M,
Zy = fr(A,BC) = (A+B+C) = M
Zs = f3(A,B,C) = (A+B+C) = M;
Zy = f1i(A,B,C) = (A+B+C) = M;
Zs = f5(A,B,C) = (A+B+C) = M;

eque X = f(A, B,C) = (21) - (%) - (Z3) - (Zs) - (Zs).

e Pelas defini¢coes apresentadas, as fungoes auxiliares Z; sdo maxtermos e a funcao X pode
ser descrita pela forma POS padrao X = My - My - M3 - M5 - M7y =TI M(0,2,3,5,7).

e Analisando-se as fungoes auxiliares Z;, pode-se observar que, para cada combinacao das
variaveis, apenas um dos termos soma apresenta um valor logico 0, enquanto todos os
outros assumem o valor 16gico 1. Essa é a razao pela qual tais termos sao denominados
somas canonicas ou maxtermos.

e Uma vez que toda expressao booleana é completamente representada por uma tabela
verdade e, a partir da tabela verdade, sempre é possivel se obter uma forma POS padrao,
pode-se enunciar o teorema a seguir.

e Teorema: Qualquer expressao booleana de N variaveis, y = f(z1, 22, -+ ,2y), pode ser
expressa por uma forma POS padrao.
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6.3.4 Negacao das formas SOP e POS

Dadas uma fungio genérica F(A, B,C,...) = F(-) e a sua negagao F(A,B,C,...) = F(-),
podem-se estabelecer relagoes simples entre as suas formas padroes SOP e POS.

Primeiramente, deve-se lembrar a relagao entre mintermos e maxtermos, dada por

Em seguida, deve-se levar em consideracao o Teorema de De Morgan para os casos genéricos
dados por

XY Z . . )=(X+Y+Z+..)

X+Y+Z+.)=(X-YV-Z-..).

Por fim, definindo-se, sem perda de generalidade, as formas padroes SOP e POS de F(-)
respectivamente como

F(')SOP = (ml + mj + mk)

F()pos = (M- My, - My, -...)

bem como as formas padroes SOP e POS de F(-) respectivamente como

F(')SOP = (ml + Moy, + my =+ .. )

F(-)pos = (M; - Mj - My) ,

obtém-se as seguintes relacoes:

F()pos (M - Mj - M)
= (m@ T - mk)
= (mz + mj + mk)
= F()sor (6.3)
F(')Sop = (ml + Moy, + my, =+ .. )
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7

Como exemplo, pode-se usar a funcao X = F(A, B,(), definida nas Tabelas 6.3 e 6.4.

Nesse caso, as formas padroes SOP e POS de F(-) dadas por

F(-)sop = (m1 +my + mﬁ)

F(-)pos = (Mo - My - M- Ms - M) ,

bem como as formas padroes SOP e POS de F(-) dadas por

F(')Sop = (TTL(] + o + ms -+ ms -+ m7)

F(-)pos = (My - My - M)

e, finalmente, podem-se obter as seguintes relagoes:

F(-)pos = (My- M- Ms)
(

My - Ty - Tg)

= (m1 -+ my + mﬁ)
= F(-)sop

ol

()sop = (mo+mag+ ms+ ms+ my)
— (MO + My + Ms + Ms +M7)
= (My- My - Ms - Ms - M)
= F()pos -

6.4 Conjuntos de formas padroes

6.4.1 Definicoes

e Uma expressao booleana pode ser representada por um total de oito formas padroes.

e Uma soma de mintermos (SOP padrao) ¢ identificada como uma forma AND-OR.

Um produto de maxtermos (POS padrao) é identificado como uma forma OR-AND.

A partir da forma AND-OR, pode-se obter o seguinte grupo de formas padroes:
Grupo AND-OR = {AND-OR, NAND-NAND, OR-NAND, NOR-OR}.

A partir da forma OR-AND, pode-se obter o seguinte grupo de formas padroes:
Grupo OR-AND = {OR-AND, NOR-NOR, AND-NOR, NAND-AND}.
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6.4.2 Obtencao

Dentro de um mesmo grupo, as formas podem ser obtidas através da aplicacdo sucessiva
dos Teoremas de De Morgan.

A mudanca de grupo pode ser realizada aplicando-se a regra de distributividade entre as
formas AND-OR e OR-AND.

As Tabelas 6.5 a 6.7, exemplificam, para a funcao XOR, a obtencao do grupo AND-OR, a
mudanca de grupo e a obtencdo do grupo OR-AND, respectivamente.

Deve ser lembrado ainda que, partindo-se da tabela verdade, podem-se obter diretamente
algumas formas padroes, empregando-se os seguintes conceitos:

e Por defini¢do, a soma de mintermos da funcao F(-) fornece a forma AND-OR.
e Por defini¢ao, o produto de maxtermos da fungao F'(-) fornece a forma OR-AND.

e Pela Equagao (6.3), os mintermos da fungao F'(-) podem ser usados para que se obtenha
a forma AND-NOR (grupo OR-AND).

e Pela Equagdo (6.4), os maxtermos da fungdo F(-) podem ser usados para que se obtenha
a forma OR-NAND (grupo AND-OR).

Assim, uma outra técnica para mudanca de grupo é montar a tabela verdade da funcao, a partir
de uma dada forma. De posse da tabela verdade, pode-se obter uma forma do outro grupo.

6.4.3 Utilizacao

O projeto e a analise de circuitos digitais convencionais sao baseados na formacao, na
manipula¢do e na implementacao de fungoes ldgicas/booleanas. Por dois motivos bdsicos, as
formas AND-OR e OR-AND sao as formas mais utilizadas na representacao de tais fungoes.
Primeiro, ela sdo diretamente obtidas no processo de especificagao do problema. Segundo, elas
sao mais proximas da forma como se processa o pensamento (expressao légica) do ser humano.

Por outro lado, as formas NAND-NAND e NOR-NOR sao as formas basicas de operagao
dos circuitos eletro-eletrénicos usados para implementar as fungoes 16gicas/booleanas.

Portanto, transformacoes entre tais formas sao freqiientemente realizadas.

As formas padroes possuem dois grandes atrativos. Por um lado, e de uma forma geral, elas
apresentam o menor retardo de operagdo, uma vez que sao compostas apenas por dois planos
de l6gica. Além disso, elas sdo o ponto de partida para um processo de simplificagao sistematico
e eficiente, conforme serd abordado em seguida.
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’ Expressao boolena H Forma padrao ‘
F(A,B) = Ao B

- (ﬂ . B) + (A . E) AND-OR

= (4-B)+(4-B)

= (4-B)-(A-B) = (A1B)1(A1B) || NAND-NAND
= (A+B)-(4+B) = (A+B)t(A+B)| OR-NAND
= (A+B)+(A+B) = (AlB)+(4]B) NOR-OR

_ (z B+ (A- §> AND-OR

Tabela 6.5: Exemplo da obtencao do grupo AND-OR para a funcao XOR.

F(4,B) = Ao B
= (4-B)+(A-B)
(A-B)+A]-[(A-B)+B]
= [(A+4)-(B+4)]- @+§)-(B+B)]
= (1)< (B+A)]-[(A+B) - (1)]

Tabela 6.6: Exemplo da mudanca de grupo para a fungao XOR.

’ Expressao booleana H Forma padrao ‘
F(A,B) = Ao B

= (4+B)-(A+B) OR-AND

= (4+B)-(A+B)

= (A+B)+(A+B) = (AlB)l(AlB)| NOR-NOR
= (A-B)+(4-B) = (A-B)|(4-B) | AND-NOR
= (A4B)-(A-B) = (A1B)-(A1B) || NAND-AND
— (z + P) - (A+ B) OR-AND

Tabela 6.7: Exemplo da obtengao do grupo OR-AND para a fungao XOR.
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6.5 Exercicios propostos

1. Um aluno de Circuitos Digitais desenvolveu o seguinte raciocinio:
e A Tabela Verdade de uma fungao légica F(-), com notacao booleana, possui apenas
os valores algébricos 0 e 1.

e Equacionando-se cada valor 1 de F(-) isoladamente, obtém-se uma SOP padrao
F(-)sop-
e Equacionando-se cada valor 0 de F(:) isoladamente, obtém-se uma POS padrao
F(-)pos-
e Dadoque 0=1e1=0:
— Pode-se obter a POS de F(-) por meio da SOP da negagao de F'(-):
F(-)pos = F(-)sop-
— Pode-se obter a SOP de F(-) por meio da POS da negagao de F'(-):
F(-)sop = F(-)pos-

Vocé concorda com ele? JUSTIFIQUE !!!

Observacao:

Deve-se entender como justificativa, uma explicacdo conceitual, acompanhada ou nao de
uma prova matematica.

Uma simples demonstracao matematica, provando a veracidade ou a falsidade do raciocinio,
sem uma argumentagao conceitual, nao serd aceita como justificativa.

De forma simples, devem ser apresentadas as razoes que tornam o raciocinio verdadeiro

ou falso.

2. Para os exercicios listados abaixo, considerar as equagdes booleanas apresentadas em
seguida.
(a) Algebricamente, obter a forma SOP normal da equagao fornecida.
(b) Algebricamente, obter a forma SOP padrao da equagao fornecida.
(c) Expressar a fungdo por uma lista de mintermos.
(d) A partir da SOP padrao, obter as demais formas do seu grupo.
(e) Algebricamente, obter a forma POS normal da equagdo fornecida.
(f) Algebricamente, obter a forma POS padrao da equagao fornecida.
(g) Expressar a fungdo por uma lista de maxtermos.
(h) A partir da POS padrao, obter as demais formas do seu grupo.

(i) Expressar a fun¢ao por uma tabela verdade, com notagao booleana.

Equagoes boolenas:
i. F(A,B,C)={B-[(A-C)+A-O)}+{B+[(A+C)-(A+0O)]}.
ii. F(A,B,C) = {[(A+B)+C} : {A+ (B+0)H.

i, F(4,B,C) = [(A B) + c} A+ 0B
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3. Dados os conectivos légicos XOR () e XNOR (®), bem como as seguintes relacoes:

(a) F1=(A @ B),
(b) Ry =(A & —B),
(c) Rs=(-A & B),
(d) Ry=(-A & -DB),
(e) Rs=(4 © B),
(f) Re=(A © —B),
(8) Rr=(-A © B),
(h) Rs= (-4 © -B),

atenda aos seguintes itens:

e calcule a tabela verdade para cada uma delas, usando a notagao booleana;
e cxpresse cada uma delas por meio de uma combina¢ao de mintermos;

e expresse cada uma delas por meio de uma combina¢ao de maxtermos;

e identifique as equivaléncias existentes.
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Capitulo 7

Simplificacao algébrica sistematica de
expressoes booleanas

7.1 Introducao

Para que se possa realizar uma simplificagao algébrica sistematica de expressoes booleanas,
empregando-se as ferramentas da Algebra Booleana (Postulados, Lemas e Teoremas), é necessario
que se definam trés elementos: o ponto de partida, o método sistematico e o ponto de chegada.
Como sera justificado a seguir, o ponto de partida escolhido sdo as formas SOP padrao e POS
padrao. O ponto de chegada e o método sistematico sao definidos e descritos a seguir. Inicial-
mente, é definido o ponto final desejado. Em seguida, é analisado o processo de expansao de
uma expressao booleana. A partir disso, torna-se praticamente natural tanto a escolha do ponto
de partida quanto a definicdo do processo de simplificacao sisteméatica de expressoes booleanas.

7.2 Definicao do ponto final: forma minima procurada

Para que se possa propor um processo sistematico destinado a minimizacao de expressoes
booleanas, é necessario que se defina, primeiramente, o que sera aceito como expressao minima.
Ao se definir a expressao minima, serdo considerados os seguintes requisitos:

1. a menor quantidade de circuito necessario a implementagao;
2. o circuito com o menor tempo de resposta;

3. a existéncia de procedimentos sistematicos, simples e praticos, que levem a expressao
minima.

No intuito de atender aos trés requisitos acima simultaneamente, serao consideradas apenas
as expressoes com dois planos de operagoes logicas: SOP (AND-OR) e POS (OR-AND). Esses
dois tipos de expressoes sao conhecidos também por: estruturas em dois planos, estruturas em
dois niveis e estruturas de segunda ordem.

Uma expressao com dois planos de operagoes légicas sera considerada minima se:

1. nao existir outra expressao desse tipo com um nimero menor de termos;

2. nao existir outra expressao desse tipo com mesmo numero de termos, porém com um
nimero menor de literais.
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Deve ser ressaltado que, se for levado em consideracao apenas a quantidade de circuito
necessario a implementacao, a definicao acima nao garante que a expressao final serd um minimo
global. Em alguns casos, embora aceita como minima, a expressao encontrada pode representar
um minimo local. Por exemplo, a fungdo F(A, B,C,D) = > m(5,6,9,10,13,14) pode ser
expressa por

F(A,B,C,D) = (A+ B)-|(C- D)+ (C- D)| (7.1)

F(A,B,C,D)=(A-C-D)+(A-C-D)+(B-C-D)+(B-C-D) . (7.2)

Na Equagao (7.1), a fungdo é representada por uma expressao booleana genérica. Essa
expressao apresenta trés planos de operagoes logicas, sendo considerada uma estrutura de trés
niveis ou de ordem superior (a dois). Na Equacao (7.2), a expressdo booleana encontra-se na
forma SOP. Embora a expressao da Equagao (7.1) seja a menor entre as duas, ela apresenta,
funcionalmente, um tempo de resposta maior, uma vez que envolve trés planos de operagoes
l6gicas. Além disso, ndo ha um processo sistematico, simples e pratico, para sua obtencao. Logo,
a expressao da Equacao (7.2) serd considerada a expressdo minima procurada pelo processo de
minimizagao descrito a seguir, ainda que seja um minimo local.

Com base nessa defini¢ao de forma minima (local), conclui-se que a uma determinada fungao
légica podem ser atribuidas diversas expressoes minimas (locais) equivalentes.

Além disso, nao se pode garantir que, para uma dada fungio, a expressao minima (local) seja
da forma SOP ou da forma POS. E necessario minimizar ambas as formas e escolher a menor
delas. Por exemplo, a funcao F(A, B,C, D) = > m(0,1,8,9) apresenta formas minimas SOP
e POS equivalentes entre si. Por sua vez, no caso das fungoes F(A, B,C,D) = > m(4,5,8,9)
e F(A,B,C,D) =%m(2,7,8,13), a forma POS minima é menor que a forma SOP minima.
Finalmente, para a funcao F(A, B,C, D) =Y m(6,7,8,9), a forma SOP minima é menor que
a forma POS minima. Deve-se observar que, em todos os exemplos, o nimero de mintermos é
o0 mesmo e que ele é menor do que o nimero de maxtermos.

Por fim, vale a pena exemplificar uma situacao comum, onde uma tentativa de simplificagao
adicional sobre uma forma minima (SOP ou POS) conduz nao a uma forma menor, mas acarreta
uma mudanga de forma. Por exemplo, a tentativa de simplificacao da SOP minima

f(A,B,C)=(A-B)+ (A-C)

conduz & POS minima

f(A,B,C)=(A)-(B+C).

Do mesmo modo, a tentativa de simplificagdo da POS minima
f(A,B,C)=(A+B)-(A+C)

conduz a SOP minima

f(A,B,C)=(A)+(B-C).

7.3 Processo de expansao vs processo de simplificacao

O processo sistematico de simplificagdo que sera apresentado pode ser visto como a inversao
de um processo de expansao da forma minima definida acima. Portanto, é interessante analisar
o processo de expansao, na tentativa de facilitar o entendimento do processo de simplificacao.
Isso é feito a seguir.
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7.3.1 Expansao sem redundancia

Aplicando-se os Postulados P3, P6 e P5, bem como o Postulado P4, da Algebra de Boole,
pode-se demonstrar as seguintes relagoes:

f(A,B)=(B)=(B)-(1)=(B)- (A+A)=(B-A)+(B-A)=(A-B)+(A-B), (73)
F(AB)=(B)=(B)+(0)=(B)+(A-A) = (B+A) - (B+A) = (A+B)-(A+B), (7.4)
f(A,B,C)=(A-B)=(A-B)-(1)=(A-B)-(C+C)=(A-B-C)+(A-B-C), (7.5)

f(A,B,C)=(A+B)=(A+B)+(0) = (A+B)+(C-C)=(A+B+C)-(A+B+C), (7.6)

f(A,B,C) = (B)
= (B)-(1)
= (B)-(4+4)
= (B-A)+(B-A4)
= (A-B)+(A-B)
= [(A-B)- ()] +[(A-B)- (1)]
= [(4-B)-(C+O)+[(A-B)-(C+C)]
= (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-0O) (7.7)
f(A,B,C) = (B)
= (B)+(0)
= (B)+(4-4)
= (B+A)-(B+A)
= (A+B)-(A+B)
= [(A+B)+(0)]-[(A+ B) + (0)]
= [(A+B)+(C-O) - [(A-B)+(C-C)]
= (A+B+C)- (A+B+C)- (A+B+0C)-(A+B+C). (7.8)

7.3.2 Expansao com redundancia

Aplicando-se os Postulados P3, P6 e P5, bem como o Postulado P4 e o Lema L2, da Algebra
de Boole, pode-se demonstrar as seguintes relagoes:

f(A,B,C) = (A-B)+(A-Q)
= [(4-B)-(W]+[(A-C)-(1)]
= [(A-B)-(C+CO)+[(A-C)-(B+B)]
= [(A-B-C)+(A-B-C)|+[(A-C-B)+(A-C-B)]
= [(A-B-C)+(A-B-O)|+[(A-B-C)+(A-B-(C)]
= (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C) (7.9)
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f(A,B,C) = (A+B)-(A+QC)

[(A+B)+(0)]- [(A+C) + (0)]

= [(A+B)+(C-O)-[(A+C)+(B- D)
[(A+B+C)- (A+B+0)]-[(A+C+B)-(A+C + B)]
[(A+B+C)-(A+B+C0)]-[(A+B+C)-(A+ B+ Q)]
(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+0C). (7.10)

7.3.3 Analise das expansoes

As Equacoes (7.3) a (7.10) mostram que:

O mesmo termo inicial simplificado pode gerar termos finais expandidos que sao do tipo
mintermo (Termo Soma Padrao) ou maxtermo (Termo Produto Padrao).

e A expansao de 1 literal pode gerar 2 termos (somas ou produtos) padroes de 2 literais.
e A expansao de 1 literal pode gerar 4 termos (somas ou produtos) padroes de 3 literais.

e Pode-se mostrar que a expansao de 1 literal pode gerar 2 termos (somas ou produtos)
padroes de L + 1 literais.

e Algumas expansoes geram termos (somas ou produtos) padroes iguais, o que significa
uma redundancia na equacao expandida final. Dito de outra forma, pode-se pensar que
tais redundancias devem necessariamente aparecer para que a expansao seja completa.

e A expansao sem redundancias de um termo qualquer segue o procedimento geral dado
pela aplicagao das seguintes ferramentas da Algebra de Boole: P3 — P6 — P5.

e A expansao com redundéancias de um termo qualquer segue o procedimento geral dado
pela aplicagdo das seguintes ferramentas da Algebra de Boole: P3 — P6 — P5 — L2.

e Eventualmente, durante a expansao, pode ser necessario aplicar o Postulado P4.

7.4 Definicao do ponto inicial: forma maxima padrao

A partir da definicdo da forma minima procurada e da analise do processo de expansao,
torna-se natural pensar em um processo de simplificacao fundamentado na inversao do processo
de expansao.

No caso da expansao, o ponto de partida é uma forma minima. Aplicando-se uma seqiiéncia
de postulados, obtém-se uma forma expandida maxima, sem redundancia de termos. A forma
maxima sera uma SOP padrao ou uma POS padrao.

No caso da simplificagao, pode-se propor que a equagao logica/booleana seja, inicialmente,
colocada em uma forma maxima padrao, SOP ou POS. Em seguida, aplicando-se a seqiiéncia
de postulados na ordem inversa, chega-se a forma minima, SOP ou POS. Finalmente, pode-se
comparar as duas formas minimas, SOP e POS, e decidir-se por uma delas.

AS.V.
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7.5 Simplificacao sistematica de expressoes booleanas a
partir de SOP e POS padroes

As formas SOP (AND-OR) e POS (OR-AND) apresentam duas grandes vantagens: a facili-
dade de descricao do problema durante a sua modelagem e a quantidade de planos de operagoes
logicas utilizados na sua implementacao. Porém, nem sempre tais formas estao em sua expressao
mais simples.

A aplicacao das operagoes de aglutinagao e de replicacao em fungoes logicas expressas nas
formas padroes SOP e POS é a base para um processo sistematico de simplificacdo. Isso é
discutido a seguir.

7.5.1 Operacoes basicas: aglutinacao e replicacao

No processo sistematico de simplificacdo algébrica de expressoes booleanas, duas operagoes
sdo fundamentais: a aglutinagao e a replicagao, as quais sao definidas nas Equagoes (7.11) e (7.12),
respectivamente. Da Algebra de Boole, a aglutinacdo utiliza os Postulados P5, P6 e P3, en-
quanto a replicagdo emprega o Lema L2.

. . [ (A-B)+(A-B) = A-(B+B) = A-1 = A
Agl““nagao{ (A+B)-(A+B) = A+(B-B) = A+0 = A (7.11)
. A=A+ A+ A +
Rephcagao{ A - A - A . o4 . (7.12)

7.5.2 Uso da aglutinacao

A propriedade de distributividade mostra que, se dois termos diferem de apenas um literal
(L e L), eles podem ser fatorados. Surgem, desse modo, combinagdes do literal com seu
complemento. Tais combinagoes geram valores logicos 0 ou 1, os quais podem ser eliminados
da expressao. Isto é exemplificado nas Equagoes (7.11) , (7.13) e (7.14).

F(A,B,C) = Y m(4,6)

= My + Mg

= (A-B-C)+(A-B-0)

= (A-C-B)+(A-C-B)

= [(A-C)-B)+[(A-C)-B)]

= (A-C)-(B+ B)

= (4-C)-(1)

= (A-C) (7.13)
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F(A,B,C) = [](0,4)
= Mo'M4
= (A+B+C)-(A+B+C)
= [A+(B+O)]-[A+(B+C)]
(A-A)+ (B +C)
= (0)+(B+0C)
(B+C) (7.14)

7.5.3 Uso da replicacao

Em algumas expressoes, um mesmo termo tem a possibilidade de se combinar com diversos
outros termos por aglutinacao. Porém, formalmente, apenas dois termos podem ser combinados
por vez. Logo, a operagao de replicacao possibilita que um mesmo termo seja combinado com
diversos outros por aglutinagao, possibilitando diversas simplificagoes. Isto é exemplificado na
Equacao (7.15).

F(A,B,C) = Y m(0,1,2)
= mg+mi+ms

= (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)

= Moy +mi+ ma+my
= (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-0O)
= [(A-B-C)+(A-B-O)+[(A-B-C)+(A-B-0)]
= [(A-B)- (C+O)+[(A-C)-(B+ D)
(A-B)+(A-QO)
(4)- (B+0C) (7.15)

7.6 Eliminacao sistematica de literais

Aplicando-se as operagoes de aglutinacao e de replicacao as formas padroes SOP e POS,
varios termos podem ser combinados, gerando um ntimero menor de termos mais simples, por
meio da eliminacao de literais. A quantidade de literais eliminados depende do numero de
termos combinados e da configuracao de literais em cada termo.

e Eliminacao de 1 literal: exceto 1 literal, o qual sera eliminado, todos os demais literais
sao idénticos em uma combinacao de 2 termos normais.

e Eliminacao de 2 literais: exceto 2 literais, os quais serao eliminados, todos os demais
literais sao idénticos em uma combinacao de 4 termos normais.

e Eliminacao de 3 literais: exceto 3 literais, os quais serao eliminados, todos os demais
literais sao idénticos em uma combinagao de 8 termos normais.

e Eliminacao de N literais: exceto N literais, os quais serdao eliminados, todos os demais
literais sdo idénticos em uma combinacdo de 2V termos normais.

AS.V.
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A titulo de exemplo, a Tabela 7.1 apresenta uma tabela verdade genérica para fungoes de 3
variaveis. Para tais fungoes, as Figuras 7.1 e 7.2 ilustram as possibilidades de eliminacao de 1 e
2 literais em combinacoes de 2 e 4 mintermos, respectivamente. Por sua vez, as Figuras 7.3 e 7.4
ilustram as possibilidades de eliminacao de 1 e 2 literais em combinagoes de 2 e 4 maxtermos,
respectivamente.

’ Linha H
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| F(A,B,C) |
Fy
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0
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F
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Tabela 7.1: Tabela verdade genérica para fungoes de 3 variaveis.

S S (e
SO RSORNY
ekl
+ o+ A+
ENENENEN
SRR
aAaAaA0
| I

Tl |
ENENENN

CETL

3

+

E

|
ENESENEN
ol &l ol o
nnining
S S (e
SIS
ekt

2989

aaAQ Q)
Q2999
!

SN N

SESRLS

Q929

St

& ol o

2999
|

S N N N N
W T Wl
29289

Figura 7.1: Eliminagoes de 1 literal em combinagoes de 2 mintermos.
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mo +my+my+my=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)=(4)
my+ms+mg+mr=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C) = (A)
mo +my +my+ms=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C) = (B)
ma +mg +mg +my = (A B-C) + (A-B-C) +(A-B-C)+(A-B-C) = (B)
mo+mg+my+mg=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)=(C)
mi+ms+ms+m;=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C) = (C)
Figura 7.2: Eliminagoes de 2 literais em combinagoes 4 de mintermos.

My-My=(A+B+C)-(A+B+0C)=(A+B)

My -My=(A+B+C)-(A+B+C)=(A+B)

My My=(A+B+C)-(A+B+C)=(A+B)

Mg -M; =(A+B+C)-(A+B+C)=(A+B)

My-My=(A+B+C)-(A+B+C)=(A+0)

My -M3=(A+B+C)-(A+B+C)=(A+C)

My -My=(A+B+C)- (A+B+C)=(A+C)

Ms-M;=(A+B+C)-(A+B+C)=(A+C)

My-My=(A+B+C)-(A+B+C)=(B+0)

M, -M;=(A+B+C)-(A+B+C)=(B+C)

My - Ms=(A+B+C)-(A+B+0C)=(B+0)

My -M;=(A+B+C) (A+B+C)=(B+0)

Figura 7.3: Eliminacgoes de 1 literal em combinag¢oes de 2 maxtermos.
My-My-My-My=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+0)-(A+B+C) = (4)
My-Ms-Mg-M;=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)- (A+B+C) = (A)
My-My-My-M; =(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)=(B)
My-Ms-Mg-M;=(A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)=(B)
My-My-My-Msg=(A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)=(C)
My -Ms-Ms-M;=(A+B+C)- (A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+C)=(C)

Figura 7.4: Eliminagoes de 2 literais em combinacoes 4 de maxtermos.
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7.7 Implicantes e implicados

Quando uma funcao é expressa na forma SOP (AND-OR) ou POS (OR-AND), seus termos
recebem uma denominacao adicional, de acordo com o valor logico que eles geram na tabela
verdade da fung¢ao: implicantes ou implicados. Tal denominagao é descrita a seguir.

7.7.1 Implicantes

Quando uma fungao é expressa na forma SOP (AND-OR), cada termo produto é deno-
minado de implicante (implicant). O nome se deve ao fato de que, caso o termo produto
(implicante) assuma o valor légico 1, isso implicard em um valor légico 1 para a funcao.

No caso de uma SOP padrao, os implicantes sdo os proprios mintermos. Caso contrario,
eles sao o resultado de simplificagoes provenientes de combinagoes de mintermos.

A Equacao (7.16) apresenta um exemplo de implicantes. Na primeira expressao, ela apre-
senta 3 implicantes, que sdo os mintermos responsaveis pelas 3 combinacoes logicas de literais
que fazem a funcao assumir o valor l6gico 1. A segunda expressdo apresenta 2 implicantes.
O primeiro deles, sendo uma combinacdo de 2 mintermos, representa 2 combinagoes logicas
de literais capazes de produzir um valor l6gico 1 para a funcao. O segundo deles, sendo um
dos mintermos, representa a terceira combinacao logica de literais capaz de produzir um valor
loégico 1 para a funcao.

F(A,B,C) =

3
—~
=
\‘)—‘
-

C)+(A-B-0)

|
NI

ol o
+ o

ot
o,
A

(7.16)

7.7.2 Implicados

Quando uma funcao é expressa na forma POS (OR-AND), cada termo soma é denominado
de implicado (¢mplicate). O nome se deve ao fato de que, caso o termo soma (implicado) assuma
o valor l6gico 0, isso implicard em um valor légico 0 para a funcao.

No caso de um POS padrao, os implicados sao os proprios maxtermos. Caso contrario, eles
sdo o resultado de simplificagoes provenientes de combinagoes de maxtermos.

A Equacao (7.17) apresenta um exemplo de implicados. Na primeira expressao, ela apresenta
3 implicados, que sao os maxtermos responsaveis pelas 3 combinagoes logicas de literais que
fazem a funcao assumir o valor légico 0. A segunda expressao apresenta 2 implicados. O
primeiro deles, sendo uma combinacao de 2 maxtermos, representa 2 combinacoes logicas de
literais capazes de produzir um valor légico 0 para a funcao. O segundo deles, sendo um dos
maxtermos, representa a terceira combinacao légica de literais capaz de produzir um valor
l6gico 0 para a funcao.

F(A,B,C) = [[M(2,3,5)
= (A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+C)
= (A+B)-(A+B+0) (7.17)
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7.7.3 Implicantes, implicados e o processo de simplificacao

Pela definicdo apresentada, os termos normais expandidos das formas SOP padrao e POS
padrao sao implicantes e implicados que geram, respectivamente, apenas um tnico valor logico
“17 e “0” na tabela verdade da fun¢ao por eles especificada.

A associacao de 2" implicantes ou implicados quaisquer, com o intuito de eliminar n literais,
resulta em um unico implicante ou implicado, acarretando a diminuicao do ntmero de tais
termos.

Além disso, cada novo implicante e implicado, gerado pela associacao de 2" termos normais
expandidos, passa a ser responsavel, respectivamente, pela geracao de 2" valores logicos “17 e
“0” na tabela verdade da funcao por eles especificada.

Assim sendo, o processo de simplificacdo definido acima pode ser pensado como a busca
do menor niimero possivel de implicantes e implicados, cada um deles apresentando o menor
numero possivel de literais e, conseqiientemente, cada um deles gerando, respectivamente, o

maior nimero possivel de valores logicos “1”7 e “0” na tabela verdade da fungao por eles especi-
ficada.

7.8 Processo sistematico de simplificacao

O ponto de partida do processo é expressar a funcao logica nas formas SOP padrao e POS
padrao. Em seguida, a operacao de aglutinagao é aplicada sucessivamente. Sempre que possivel,
a operacao de replicagdo deve ser empregada, para maximizar a simplificacdo das expressao.
Quando mais nenhuma aglutinacao puder ser efetuada, a expressao restante sera, naturalmente,
a expressao definida anteriormente como minima.

Em uma selecao sistematica, duas defini¢des sao de grande auxilio na escolha de termos a
serem agrupados para simplificacdo: termo essencial e termo primo.

Quando um termo original é coberto por um tinico agrupamento possivel, o termo resultante
do agrupamento ¢ denominado de termo essencial. Isso indica que os termos essenciais devem
ser incluidos na expressao minima equivalente a funcao desejada.

Um termo original que nao tenha sido coberto por qualquer agrupamento anterior deve ser
incluido em um agrupamento maximo, o qual serd denominado de termo primo. Isso indica
que os termos primos devem ser incluidos na expressao minima equivalente a fun¢ao desejada.

Deve ser ressaltado que nem todo agrupamento maximo representa um termo primo.

Assim, uma forma sistematica de escolha de termos é:

S1 - Identificar todas as possibilidades de agrupamento, através dos maiores grupos
possiveis.

S2 - Marcar todos os termos originais cobertos por apenas 1 agrupamento. Tais
agrupamentos formam os termos essenciais.

S3 - Listar todos os termos essenciais.

S4 - Usar os maiores agrupamentos possiveis para cobrir os termos originais nao
cobertos pelos termos essenciais, formando termos primos.

S5 - Listar apenas tais termos primos.
S6 - Montar a expressao minima, a partir das duas listas.

No caso da existéncia de diversas formas minimas equivalentes, em uma SOP ou em uma
POS, deve-se aplicar algum critério extra para a escolha final.

AS.V.
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Dada uma fungao, e suas formas SOP e POS, nada se pode garantir em relagao a qual das
duas conduzird a expressao mais simples. Assim, é necessario encontrar a forma minima de
ambas e decidir qual delas é a mais simples.

7.9 Subjetividade, complexidade e formas alternativas

A existéncia de Postulados, Lemas e Teoremas, possibilita, mas nao facilita, o processo de
simplificacao de equagoes booleanas. O emprego aleatério de tais ferramentas induz uma imensa
subjetividade no processo, a0 mesmo tempo que nao garante que a simplificacdo maxima seja
encontrada.

O processo sistematico de simplificacdo, usando replicacdo e aglutinacao, acarreta uma
grande redugdo na subjetividade do processo. Porém, para equagoes com muitos literais e/ou
muitos termos, o processo ainda ird apresentar um certo grau de subjetividade e um bom grau
de complexidade, no que se refere: a escolha dos termos a serem replicados e a escolha dos
termos a serem aglutinados.

A fim de se tornar o processo de minimizacao ainda menos subjetivo e menos complexo,
pode-se realiza-lo nao diretamente sobre as equagoes, mas, alternativamente, sobre uma forma
pictérica de representagao ou através de um procedimento computacional. Em ambos os casos,
as operacgoes basicas sao as mesmas, porém realizadas sobre outras formas de expressao. As
alternativas comumente empregadas sao o Mapa de Karnaugh e o Algoritmo Tabular de Quine-
McCluskey.

7.10 Minimizacao com estruturas de ordem superior:
fatoracao extra

Deve-se notar que a fatoracao de termos em uma expressao booleana sempre acarreta um au-
mento no nimero de planos de légica, gerando estruturas com mais niveis ou de ordens maiores.
Este aumento de niveis traduz-se em um aumento no tempo de propagacao da estrutura.

No caso particular onde surge uma simplificacdo apds a fatoragao, o niimero de planos de
légica nao se altera, mantendo o nimero de niveis ou a ordem da estrutura. Nesses casos, o que
ocorre é uma compensacao causada pelas relagoes (L -f) =0e(L+ f) = 1, que acabam por
suprimir o plano extra criado pela fatoragao. Por exemplo, em uma fatoracdo com supressao
de termo, tem-se que

/N

f(A,B,C) = (A-B)+(A-B)+(B-C) — 2 niveis
= [A-(B+B)]+(B-0) — 3 niveis
= [A-()]+(B-O) — 2 niveis
= (A)+(B-C) — 2 niveis

e, em uma fatoragdo com supressao de termo e de entrada, tem-se que

f(A,B,C,D) = (A B-C)+(A-B-C)+(A-C-D)+(A-C-D) — 2 niveis
= [(A-C)-(B+B)]+[(A-D)-(C+0)] — 3 niveis
= [( C)- (D] +[(A-D)-(1)] — 2 niveis
= (4 ) (A-D) — 2 niveis .

Em alguns casos, partindo-se de uma expressao booleana padrao (SOP ou POS) e aplicando-
se as fatoragoes adequadas (replicagdo e aglutinac¢do), chega-se a uma expressao de segunda
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ordem absolutamente minima (SOP ou POS). Em alguns outros casos, a expressao de segunda
ordem minima representa um minimo local e ainda permite fatoragoes, mas que nao acarretarao
simplificagoes e gerardo uma estrutura de ordem superior. Em casos extremos, a propria ex-
pressao padrao ja é uma expressao de segunda ordem minima e, ainda que seja possivel realizar
fatoracoes, elas também nao acarretarao simplificagoes e também gerarao uma estrutura de
ordem superior.

Em aplicacdes onde o tempo de resposta ¢ um parametro importante, ¢ recomendado o
emprego de um estrutura de segunda ordem minima, ainda que ela nao represente a estrutura
minima absoluta. Por outro lado, quando o tempo de resposta nao é decisivo, pode-se tentar
encontrar uma fatoracao favoravel que leve a estrutura de minimo absoluto. Nesse caso, a difi-
culdade é encontrar um modo simples e pratico de se realizar tais fatoragoes em uma expressao
booleana qualquer.

7.11 Minimizacao vs hazards e glitches

Dado um circuito digital combinacional, sempre que algum sinal de entrada é modificado,
ocorre um periodo transitorio até que o sinal de saida seja considerado estavel. Durante tais
periodos transitorios, podem ocorrer transi¢oes inesperadas, nos sinais internos e no sinal de
saida, denominadas de hazards. Por sua vez, hazards podem gerar breves pulsos inesperados,
denominados de glitches.

Hazards e glitches podem causar, pelo menos, dois problemas. Por um lado, eles representam
mudancas inesperadas nos sinais e, portanto, podem causar algum tipo de funcionamento erro-
neo do circuito. Por outro lado, nas implementac¢oes mais comumente empregadas, o consumo
de energia ocorre durante as transig¢oes dos sinais. Assim, em aplicagdes que requerem baixo con-
sumo, as variagoes de sinais desnecessarias representam um consumo de energia desnecessario.

Uma das formas de eliminar a possibilidade de ocorréncia de hazards e glitches, em um
circuito digital combinacional, é a insercao de termos adicionais na sua equagao minima, que
passam a representar redundancias necessarias. Nesta solugdo, as redundancias mascaram a
ocorréncia do hazard, que é provocada pelos caminhos nao equalizados dos sinais. Por exemplo,
supondo a func¢ao booleana dada pela seguinte forma SOP padrao:

f(AB,C)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)=mg+my+me+my ,

podem-se formar as seguintes aglutinagoes: (ms — my), (mg — my) e (my; — mg). Porém, a
aglutinacao (my; — mg) é redundante. Assim, a SOP minima de f(A, B, () é dada por

F(A,B,C) = (ms — mq) + (mg —my) = (B-C) + (A-C) . (7.18)

Supondo a implementacao da Equagao (7.18) com o conjunto { 1 NOT, 1 OR, 2 ANDs }, as
entradas ABC = 111 e ABC = 110 geram a saida f(A, B,C) = 1. Logo, do ponto de vista
comportamental, na transicaio ABC = 111 — 110, a saida deveria permanecer f(A, B,C) = 1.
Porém, no circuito, na transicako ABC' = 111 — 110, o implicante (B - C') torna-se 0 antes
que o implicante (A - C) torne-se 1, devido ao atraso de propagacdo do inversor. Isto faz
com que a saida apresente o comportamento inesperado dado por f(A,B,C) =1 — 0 — 1.
Para evitar este glitch na saida, a solugao, usando redundancia, ¢ a adicionar o implicante
(m7 —mg) = (A - B) na Equagao (7.18), que se torna

f(A,B,C) = (ms —mq) + (mg — ma) + (m7 —me) = (B-C) +(A-C)+ (A-B) . (7.19)
Dessa forma, na transicio ABC = 111 — 110, o implicante (A - B) mantém-se em 1, enquanto

os demais implicantes estao em transicao, antes de se estabilizarem. Portanto, a saida ¢ mantida
fixa no valor 1, durante todo o transitério, evitando o glitch na saida.

AS.V.
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7.12 Exemplos de simplificacao

A seguir, sdo apresentados alguns exemplos de simplificacdo algébrica sistematica, para
funcoes de trés e quatro variaveis, empregando as técnicas de aglutinacao e, quando necessario,
de replicacao.

7.12.1 Funcoes de trés variaveis
Exemplo 1

Seja a fungao especificada por f(A, B,C) =Y m(0,3,5,6).
A equacao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C)=> m(0,3,5,6)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C) .

Analisando-se os mintermos, verifica-se que nao ha possibilidades de aglutinacdo. Portanto,
a SOP padrao ja é a SOP minima.

Por sua vez, a equagao literal da POS padrao é dada por

f(A,B,C)=][M(1,2,4,7)=(A+B+C)- (A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+0).

Analisando-se os maxtermos, verifica-se que nao ha possibilidades de aglutinagdo. Portanto,
a POS padrao ja é a POS minima.

Exemplo 2

Seja a fungao especificada por f(A, B,C) =Y m(0,2,5,7).
A equacao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C)=>"m(0,2,5,7)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C) .

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinagao:
(mo — ma) e (ms —my). Portanto, a SOP minima é dada por

f(A,B,C) = > m(0,2,5,7)

= [A-B-0) B-C)|+[(A-B-C)+(A-B-C)]
= [A4-C)-(B+B)|+[(A4-C)-(B+B)

= @0 ] +[A-0)- )

= (A-0O)+(A-C).
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Por sua vez, a equagao literal da POS padrao é dada por
f(A,B,C) =] M(1,3,4,6)=(A+B+C)- (A+B+C)- (A+B+C)- (A+B+C).

Analisando-se os maxtermos, verifica-se que hé as seguintes possibilidades de aglutinagao:
(M; — M3) e (M4 — Mg). Portanto, a POS minima é dada por

f(A,B,C) = [[M(1,3,4,6)
:{M+B+C)M+ +0)]-[A+B+C)-(A+B+0)]

:[A+C H[Z+C ua?ﬂ
= |(A+0)+ }[(+c>(ﬂ
= (A+C)-(A+0).

Exemplo 3
Seja a funcdo especificada por f(A, B,C) =Y m(2,5,6,7).
A equagao literal da SOP padrao é dada por
f(A,B,C)=>"m(2,5,6,7)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C).

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinagao:
(mg —mg), (ms —mz) e (mg —my). Observando-se que as aglutinagoes (mg —mg) e (ms —mz)
sdo essenciais e ja cobrem todos os valores booleanos “1” da fungédo, a aglutinacao (mg — my)
torna-se redundante, nao precisando ser realizada. Portanto, a SOP minima é dada por

f(A,B,C) = > m(2,56,7)

— [(B-C)-(A+A)| +[(4-C) + B+ B)]
= [(B-O)- ()] +[(4-C)- (1)
= (B-O)+(A-0).

Por sua vez, a equagao literal da POS padrao é dada por
f(A,B,C) =[] M(0,1,3,4) =(A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+C)- (A+B+C).

Analisando-se os maxtermos, verifica-se que hé as seguintes possibilidades de aglutinagao:
(Mo— M), (My —Ms) e (My— M,). Observando-se que as aglutinagoes (Mo — My) e (M — Ms)
sdo essenciais e ja cobrem todos os valores booleanos “0” da funcao, a aglutinagao (My — M)
torna-se redundante, nao precisando ser realizada. Portanto, a POS minima é dada por

f(A,B,C) = HM(O,1,3,4)
= [(A+B+C)-(A+B+C)|-[(A+B+0C)-(A+B+0)]
= |(B+C)+(A-A)|-[(A+C)+(B-B)]
[(B+C)+(0)] - [(A+C) + (0)]
= (B+C)-(A+C) .
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Exemplo 4

Seja a fungao especificada por f(A, B,C) =Y m(2,6,7).
A equagao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C)=> m(2,6,7)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C) .

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinagao:
(mg—mg) e (mg—my). Observando-se que as aglutinagoes (mq—mg) e (mg—mz) sao essenciais,
deve-se duplicar o mintermo mg para que se obtenha a simplificacdo maxima. Portanto, a SOP
minima é dada por

f(A,B,C) = Y m(2,6,7)
)

= [(A-B-C)+(A-B-C)|+[(A-B-C)+(A-B-C)|
= [(B-O)-(A+A)|+[(A-B)+(C+0)

= [(B-O)- ()] +[(A-B)+ (1))

= (B-0)+(A4-B).

Por sua vez, a equacao literal da POS padrao é dada por
f(A,B,C) =[] M(0,1,3,4,5) = (A+ B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C) .

Analisando-se os maxtermos, verifica-se que hé as seguintes possibilidades de aglutinagao:
(Mo — M), (My— My), (My — Ms), (My — Ms) e (My— M;). Observando-se que a aglutinagao
(M; — Ms3) é essencial, as seguintes aglutinagoes devem ser feitas para cobrir todos os valores
booleanos “0” e para simplificar ao maximo a funcao: {(M; — Ms), (My — M), (My — Ms)}
ou {(My; — Ms),(My — My),(My — Ms5)}. Em qualquer das duas opgoes, deve-se duplicar o
maxtermo M.

Empregando-se as aglutinagoes (M; — Ms), (Mo — M) e (My— Ms), a POS minima é dada
por

f(A,B,C) = [[M(0,1,3,4,5)
= [(A+B+C)-(A+B+0)]-

(A+B+C)-(A+B+C)|-[(A+B+C)(A+B+0)
= [(A+C)+(B-B)| - [(A+B)+(C-0O)|- [(A+B)+(C-O)]
= [(A+0)+(0)] - [(A+ B) + (0)] - [(A+ B) + (0)]
C)-(A+B)-(A+ B)

B

(B

(

+AA}

+(0)]

(A+
= (A

(A+

(A+0)-(B).

a)-
Q)
+0)-

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinacao [(My — M;) — (M4 — Ms)]. Inicialmente, a varidvel
C é dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel A.
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Empregando-se as aglutinagoes (M — M3), (Mo — My) e (M; — M;), a POS minima ¢ dada
por
f(A,B,C) = HM(O,1,3,4,5)
= [(A+B+0C)- (A+B+0)|-
(A+B+C)-(A+B+C)|- [(A+B+C)-(A+B+0C))
= [(A+0)+(B-B)|-[(B+C)+(A-A) - [(B+C) + (A-4A)|
= [(A+0)+(0)] - [(B+C)+(0)]- [(B+C)+(0)]
A+C)-(B+C)-(B+C)

(

(A+C)- [B+(C-0)
= (A+0C)-[B+(0)]

(A+C)-(B).

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinacao [(Mo — My) — (M; — Ms)]. Inicialmente, a varidvel
A é dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel C.

Exemplo 5

Seja a funcao especificada por f(A, B,C) => m(2,4,6,7).
A equacao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C) =Y m(2,4,6,7) = (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C) .

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinacgao:
(mg —mg), (Mg —mg) e (mg —mz). Observando-se que as aglutinagoes (ms —mg), (Mg —mg) €
(me — my) sdo essenciais, deve-se triplicar o mintermo mg para que se obtenha a simplificagao
maxima. Portanto, a SOP minima é dada por

f(A,B,C) = > m(2,4,6,7)

Por sua vez, a equagao literal da POS padrao é dada por
f(A,B,C)=]]M(0,1,3,5)=(A+B+C)- (A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+0).

Analisando-se os maxtermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinacao:
(Mo— M), (My — Ms) e (M; — Ms). Observando-se que as aglutinagoes (My— M), (M;— Ms) e
(M, — Ms) sao essenciais, deve-se triplicar o maxtermo M; para que se obtenha a simplificagio
maxima. Portanto, a POS minima ¢é dada por
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f(A,B,C) = T[M(0,1,3,5)

)| - [(A+B+C)-(A+ B+0))
C)+(B-B)|-[(B+C)+ (A-4A)]
C)+(0)] - [(B+C) + (0)]

+

Exemplo 6

Seja a fungao especificada por f(A, B,C) = m(2,4,5,6,7).
A equacao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C) =Y m(2,4,5,6,7) = (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C) .

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinacgao:
(mg —mg), (Mg —ms), (Mg —mg), (Mms —mz) e (mg —mz). Observando-se que a aglutinagao
(mg — mg) € essencial, as seguintes aglutinagoes devem ser feitas para cobrir todos os valores
booleanos “1” e para simplificar ao maximo a fungao: {(ms — mg), (mg —ms), (mg —mz)} ou
{(mg—mg), (Mg —mg), (ms—my7)}. Em qualquer das duas opgoes, deve-se duplicar o mintermo
meg.

Empregando-se as aglutinagoes (mg — mg), (mg — ms) e (mg —my), a SOP minima é dada
por

f(A,B,C) = > m(2,4,5,6,7)
= [A-B-C)+(A-B-O)] +
[(A-B-C)+(A-B-C)|+[(A-B-C)+(A-B-O)]
= [(B-O)-(A+4)|+[(4-B) - (C+0O)|+[(A-B) - (C+0)|
= [(B-O)- ()] +[4-B)- ()] +[(A- B) - (1))
= (B-C)+(A-B)+(A-B)
= (B-O)+[A-(B+B)]
= (B-C)+[A-(1)]
= (B-CO)+(4)

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinagdo [(my4 — ms) — (mg — my)]. Inicialmente, a varidvel
C ¢ dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel B.
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Empregando-se as aglutinagoes (mq — mg), (my — mg) € (ms — my), a SOP minima é dada
por

f(AB,C) = Y m(2,4,5,6,7)

= |(B-O)-(A+A)|+[(A-C)-(B+B)|+[(A-C)- (B+ B)]
= |(B-O)- ()] +[(A4-C)- ()] +[(A-C) - (1)

= (B-O)+(A-C)+(A-0)

= (B-O)+|A-(C+0)

= (B-CO)+[A- (1)

= (B-0)+(4)

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinagdo [(m4 — mg) — (ms — mz)]. Inicialmente, a varidvel
B ¢ dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel C'.

Por sua vez, a equagao literal da POS padrao é dada por

F(A,B,C) =T[M(0,1,3) = (A+ B+C)-(A+ B+C)- (A+B+C) .

Analisando-se os maxtermos, verifica-se que hé as seguintes possibilidades de aglutinacao:
(My—My) e (My—Ms). Observando-se que as aglutinagoes (My—M; ) e (M;— Ms) sdo essenciais,
deve-se duplicar o maxtermo M; para que se obtenha a simplificacdo maxima. Portanto, a POS
minima é dada por

f(A,B,C) = [[M(0,1,3)

7.12.2 Funcoes de quatro variaveis
Exemplo 1

Seja a fungado especificada por f(A, B,C, D) =3 m(0,5,7,10,14).
A equacao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C,D) = 3" m(0,5,7,10,14)
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Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinacgao:
(ms —my) e (myp — my4). Portanto, a SOP minima é dada por

f(A,B,C,D) = Y m(0,5,7,10,14)

= (A-B-C-D)+
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+|(A-B-C-D)+(A-B-C-D)

= (A-B-C-D)+
(A-B-D)-(C+C)|+[(A-C-D)-(B+B)

= (A-B-C-D)+
(A-B-D)-()|+[(A-C-D)-(1)]

= (A-B-C-D)+(A-B-D)+(A-C-D)

Exemplo 2

Seja a fungao especificada por f(A, B,C,D) => m(0,7,10,14,15).
A equacao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C,D) = % m(0,7,10,14,15)
= (A-B-C-D)+
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D).

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinacgao:
(m7 — mys), (Mo — mag) € (myg — mys). Observando-se que as aglutinagoes (m7; — mq;) e
(my9 — m14) s@0 essenciais e ja cobrem todos os valores booleanos “1” da fungao, a aglutinagao
(m14 — my5) torna-se redundante, nao precisando ser realizada. Portanto, a SOP minima é
dada por

f(A,B,C,D) = Y m(0,7,10,14,15)

- (A-B-C-D)+
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+|(A-B-C-D)+(A-B-C-D)
= (A-B-C-D)+
[B C-D)-(A+A)+[(A-C-D)-(B+B)
= B-C-D)+

(A
[(B-C‘D)'(l)H[(A'C'E%(l)
(
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Exemplo 3

Seja a fungao especificada por f(A, B,C, D) =3 m(0,6,10, 14, 15).
A equacao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C,D) = > m(0,6,10,14,15)

J+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D).

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinacao:
(me — mag), (Mg — mag) € (Mg — mys). Observando-se que as aglutinagoes (mg — may),
(myg —may) e (14 —mys) sdo essenciais, deve-se triplicar o mintermo my4 para que se obtenha
a simplificacdo maxima. Portanto, a SOP minima ¢é dada por

f(A,B,C,D) = Y m(0,6,10,14,15)
(A

= (A-B-C-D)+|(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|

= (A-B-C-D)+[(B-C-D) - (A+A)| +
(A-C-D)-(B+B)|+[(A-B-C)- (D+ D)

= (A-B-C-D)+[(B-C-D)-(1)] +
(A-C-D)- ()] +[(A-B-C)-(1)]

= (A-B-C-D)+(B-C-D)+(A-C-D)+(A-B-C)

Exemplo 4

Seja a fungado especificada por f(A, B,C, D) =% m(0,5,7,10,11, 14, 15).
A equacao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C,D) = > m(0,5,7,10,11,14,15)
= (A-B-C-D)+
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D).

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinacao:
(ms—mz), (Mmig—mq1), (Mig—mas), (Mig—mas) € (M3 —mys). Observando-se que a aglutinagao
(ms — my) é essencial, as seguintes aglutinagdes devem ser feitas para cobrir todos os valores
booleanos “1” e para simplificar ao maximo a fungao: {(ms — mz), (mig — mq1), (M4 — mas)}
ou {(ms — my), (mio — Mmaa), (M11 — mas)}.
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Empregando-se as aglutinagoes (m;

dada por
f(A7 B? C’? D)

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinacao [(mig — mq1) —

—my), (M — mq1) e (Mg — mys5), a SOP minima é

m(0,5,7,10,11, 14, 15)

(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|
(A-B-D)-(€+O)}+

D)|+[(A-B-C)- (D+D)]

(A-B-D)-(1)] +

o
+

= T
SIS
++

|/:l;‘|

AN
T I B
VG Vg Vg W

(A-B-C-D)+(A-B-D)+(A-C).

(m14 — mqs)]. Inicialmente, a variavel

D é dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel B.

Empregando-se as aglutinagoes (m;

dada por
f(A7 B? 07 D)

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinacao [(mig — my) —

—myz), (mip — my4) e (M1 — mys), a SOP minima é

> m(0,5,7,10,11,14,15)
(A-B-C-D)+|[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)
(A-B-C-D)+[(A-B-D)-(C+C)|+
(A-C-D)-(B+B)|+[(A-C-D)-(B+B)|
(A-B-C-D)+|[(A-B-D)-(1)] +

(A-C-D)- ()] +[(A-C-D)-(1)]
(A-B-C-D)+(A-B-D)+

(A-C-D)+(A-C- )
(A-B-C-D)+(A-B-D)+

[(A-C)-(D+D)]

(A-B-C-D)+(A-B-D)+

[(A-C) - (1)]
(A-B-C-D)+(A-B-D)+(A-C) .

(m11 — mqs)]. Inicialmente, a variavel

B ¢ dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel D.
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Exemplo 5

Seja a fungao especificada por f(A, B,C, D) =Y m(0,4,5,10,11, 14, 15).
A equacao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C,D) = Y m(0,4,5,10,11, 14, 15)
— (A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D) +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D) .

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinacao:
(mog — my), (Mg —ms), (Mg — mq1), (Mg — mas), (Mg — my) e (M3 — mys). Observando-se
que as aglutinagoes (mg — my) e (my — my) sdo essenciais, as seguintes aglutinagoes devem ser
feitas para cobrir todos os valores booleanos “1” e para simplificar ao maximo a funcao: {(mg—
my), (Mg —ms), (Mig—ma1), (Mag—mas) } ou {(mo—may), (ma—ms), (Mo —mua), (M1 —mas) .
Em qualquer das duas opgoes, deve-se duplicar o mintermo my.

Empregando-se as aglutinagoes (mg — my), (m4 — ms), (myg — may) e (myg — mys), a SOP
minima é dada por

f(A,B,C,D) = Y m(0,4,5,10,11,14,15)

= |(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|

= |(A-C-D)-(B+B)|+|(A-B-C)-(D+D)| +
(A-B-C)-(D+D)|+[(A-B-C)-(D+ D)

= |A-C-D)- ()| +[A-B-O)- ()] +
(A-B-C)- ()] +[(A-B-C)-(1)]

= (A-C-D)+(A-B-C)+
(A-B-C)+(A-B-C)

— (A-C-D)+(A-B-C)+
(A-C)-(B+ B)]

= (A-C-D)+(A-B-C)+
[(A-C)-(1)]

— A-C-D)+(A-B-O)+(A-C).

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinagao [(mio — m11) — (m14 — mys)]. Inicialmente, a varidvel
D ¢ dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel B.
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Empregando-se as aglutinagoes (mg — my), (mq — ms), (mig — maa) € (mqg — my;), a SOP
minima é dada por

f(A,B,C,D) = > m(0,4,5,10,11,14,15)

= [(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|

= [(A-C-D)-(B+B)|+|[A-B-C)-(D+D)| +
(A-C-D)-(B+B)|+[(A-C-D)-(B+B)

= [A-C-D)-()|+[A-B-O)- ()] +
(A-C-D)- ()] +[(A-C-D)- (1)

= (A-C-D)+(A-B-O)+
(A-C-D)+(A-C-D)

- (A-C-D)+(A-B-C)+
(A-C)-(D+ D)

= (A-C-D)+(A-B-O)+
[(A-C)-(1)]

= (A-C-D)+(A-B-C)+(A-C).

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinacao [(mig — mi4) — (m11 — my5)]. Inicialmente, a variavel
B ¢ dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel D.

Exemplo 6

Seja a fungao especificada por f(A, B,C, D) =3 m(4,5,8,10,11, 14, 15).
A equagao literal da SOP padrao é dada por

f(A,B,C,D) = > m(4,5,8,10,11,14,15)
= (A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D).

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinacao:
(myg —ms), (mg —mag), (Mg —mi1), (Mg — mas), (M1 —mas) e (M3 — mq5). Observando-se
que as aglutinagoes (my —ms) e (mg —myg) sdo essenciais, as seguintes aglutinagdes devem ser
feitas para cobrir todos os valores booleanos “1” e para simplificar ao maximo a funcao: {(m4—
ms), (Mg —mao), (M1o—m11), (M1a—mu5)} ou {(ma—ms), (ms—mao), (Mio—mua), (M11—m15)}.
Em qualquer das duas opcoes, deve-se duplicar o mintermo m.
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Empregando-se as aglutinagoes (mg — ms), (mg — mag), (mipg —ma1) e (myg —mys), a SOP

minima é dada por

f(A,B,C,D) =

> m(4,5,8,10,11,14,15)
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|
(A-B-C)-(D+D)|+[(A-B-D)- (C+0C)| +
(A-B-C)-(D+D)|+[(A-B-C)-(D+ D)
(A-B-C)- ()| + [(A-B-D)- (1)] +
(A-B-C)- ()] +[(A-B-C)-(1)]

(A-B-C)+(A-B-D)+

(A-B-C)+(A-B-C)

(A-B-C)+(A-B-D)+

(A-C)-(B+ B)]

(A-B-C)+(A-B-D)+

[(A-C)-(1)]

(A-B-C)+(A-B-D)+(A-C).

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinacao [(mig — mi1) — (m14 — mys)|. Inicialmente, a variavel
D ¢ dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel B.
Empregando-se as aglutinagoes (mg — ms), (mg — mqg), (mig — mas) e (mq3 —mys), a SOP

minima é dada por

f(A,B,C,D) =

> m(4,5,8,10,11,14,15)

(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|
(A-B-C)-(D+D)|+[(A-B-D)-(C+C)| +
(A-C-D)-(B+B)|+[(A-C-D)-(B+B)]
(A-B-C)-(1)]+[(A-B-D)-(1)] +
(A-C-D)- (V)] +[(A-C-D)- (1)]

(A-B-C)+(A-B-D)+

(A-C-D)+(A-C-D)

(A-B-C)+(A-B-D) +

(A-C)-(D+ D)

(A-B-C)+(A-B-D)+

[(A-C)-(1)]

(A-B-C)+(A-B-D)+ (A-C) .

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinacao [(mig — m4) — (mq; — mys)|. Inicialmente, a variavel
B ¢ dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel D.
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Exemplo 7

Seja a fungao especificada por f(A, B,C,D) =

A equacao literal da SOP padrao é dada por

f(A, B,C,D)

> m(6,8,10,11,13,14,15).

> m(6,8,10,11,13, 14, 15)
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+

(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D)+(A-B-C-D) .

Analisando-se os mintermos, verifica-se que ha as seguintes possibilidades de aglutinacgao:
(m6 - m14), (ms - m10)7 (m13 - m15), (m1o - m11), (m14 - m15), (mlo - m14) € (mn -
mys). Observando-se que as aglutinagoes (mg — ma4), (ms — mio), (M3 — my;) sdo essenciais,
as seguintes aglutinacoes devem ser feitas para cobrir todos os valores booleanos “1” e para
simplificar ao maximo a fungao: {(me—mai4), (ms—mao), (Mm13—mas), (Mo —ma1), (M1a—mas)}
ou {(mﬁ — m14), (mg — mlo), (m13 — m15), (mm — m14), (mn — m15)}. Em qualquer das duas
opgoes, devem-se duplicar os mintermos myg, M4 € Mys.

Empregando-se as aglutinagoes (mg—mis), (ms—maig), (Miz—mas), (Mio—ma1), (Mig—ms),

a SOP minima é dada por

f(A,B,C,D) = Y m(6,8,10,11,13,14,15)

= [(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|

= [(B-C-D)-(A+A4) +
(A-B-D)-(C+C)|+|(A-B-D)-(C+C)| +
(A-B-C)-(D+D)|+[(A-B-C)-(D+ D)

= [(B-C-D)- ()] +[(A-B-D)-(1)] +[(A-B-D) - (1)] +
(A4-B-C)- ()] +[(A-B-0)- (1)

= (B-C-D)+(A-B-D)+(A-B-D)+
(A-B-C)+(A-B-0C)

= (B-C-D)+(A-B-D)+(A-B-D)+
(A-C)-(B+B)]

= (B-C-D)+(A-B-D)+(A-B-D)+
[(A-C)-(1)]

= (B-C-D)+(A-B-D)+(A-B-D)+(A-C).

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinacao [(mig — mq1) — (m4 — mys)]. Inicialmente, a variavel
D é dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel B.
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Empregando-se as aglutinagoes (mg — myy4), (ms —mao), (miz —mas), (myg —maq) € (mqg —
m15), a SOP minima é dada por

f(A,B,C,D) = > m(6,8,10,11,13,14,15)

= |(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)| +
(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|+[(A-B-C-D)+(A-B-C-D)|

= |(B-C-D)-(A+A4)] +
(A-B-D)-(C+C)|+[(A-B-D)-(C+0)| +
(A-C-D)-(B+B)|+[(A-C-D)-(B+B)]

= [(B-C-D)-()]+[(A-B-D)- ()] +[(A-B-D)- (1)] +
(A-C-D)- (V)] +[(A-C-D)-(1)]

= (B-C-D)+(A-B-D)+(A-B-D)+
(A-C-D)+(A-C-D)

= (B-C-D)+(A-B-D)+(A-B-D)+
(A-C)-(D+ D)

= (B-C-D)+(A-B-D)+(A-B-D)+
[(A-C)-(1)]

= (B-C-D)+(A-B-D)+(A-B-D)+(A-C).

Nesse caso, ocorre a dupla aglutinacao [(m1g — m4) — (mq; — mys)|. Inicialmente, a variavel
B ¢ dispensada. Em seguida, isso acontece com a variavel D.
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7.13 Exercicios propostos

1. Obtenha, algebricamente, as formas SOP minima

equagoes booleanas:

(a) F(A,B,C)=(4-
(b) F(A,B,C)=(4-
(c) F(A,B,C)=(4-
(d) F(A,B,C)=(4-
(e) F(A,B,C)=(A-
(f) F(A,B,C) = (4-

2. Obtenha, algebricamente, as formas SOP minima

equagoes booleanas:

(a) F(A,B,C)=(A+B+0C)-(
(b) F(A,B,C)=(A+B+C)-(
(c) F(A,B,C)=(A+B+0C)-(
(d) F(A,B,C)=(A+B+C)-(
(e) F(A,B,C)=(A+B+0C)-(
(f) F(A,B,C)=(A+B+C)-(
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e POS minima para as seguintes

e POS minima para as seguintes

3. Para os exercicios listados abaixo, considerar as equagoes booleanas apresentadas em

seguida.

(
(

a) Algebricamente, obter a forma SOP padrao da equagao fornecida.
b) Algebricamente, obter a forma SOP minima, a partir da SOP padrao.

Algebricamente, obter a forma POS padrao da equacao fornecida.

(d) Algebricamente, obter a forma POS minima, a partir da POS padrao.

)
)
()
)
)

Equacoes boolenas:

i. F(A,B,C) =

{B

J@-C)+@A-0)}+{B+[(4+0)-(A+0O)]}.

(e) Apresentar a expressao minima para funcao.

ﬂFMJMﬂz{%HJﬂ+ﬂ-P+@N%N}

iii. F(4,B,C) = [(A B) + c] JA+0) 3.
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Capitulo 8

Mapa de Karnaugh

8.1 Introducao

O mapa de Karnaugh (mapa-K) é mais uma das possiveis expressoes de uma fungao légica,
além das seguintes: uma equacao légica genérica, uma equagao booleana genérica, uma forma
do grupo SOP, uma forma do grupo POS, uma forma padrao do grupo SOP, uma forma padrao
do grupo POS, uma lista de mintermos, uma lista de maxtermos e uma tabela verdade.

Além de representar uma simples expressao para uma funcao légica, o mapa-K pode ser
usado como ferramenta pratica para a minimizacao da equagdo que a define.

O mapa-K pode ser interpretado como uma tabela verdade rearranjada ou como uma
representacao analoga ao Diagrama de Venn, da Teoria de conjuntos. Para cada linha da
tabela verdade de uma equacao booleana é associada uma posicao no mapa-K. Cada linha da
tabela verdade é associada a um mintermo ou a um maxtermo. Logo, a cada um desses termos
também é associada uma posi¢cao do mapa.

A fim de que o mapa-K seja empregado como uma ferramenta pratica, de operacao simples
e rapida, no processo de simplificagao de equagoes booleanas, ele é arranjado da seguinte forma:

e De forma similar & uma tabela verdade, deve existir uma localiza¢ao inica no mapa para
cada combinacao das variaveis das quais a funcao légica é dependente. Isso é equivalente
a dizer que deve existir uma localizacao tinica no mapa para cada mintermo e para cada
maxtermo da funcao logica.

e As localizacbes devem ser arranjadas de tal forma que todos os grupos de termos que
apresentam potencial para serem combinados em formas reduzidas devam ser facilmente
encontrados por uma simples inspe¢ao visual.

Devido a uma limitacdo pratica, sdo construidos mapas-K para funcgoes logicas de até 6
variaveis. Para funcoes logicas com um nimero superior a 6 varidveis, pode-se utilizar um
algoritmo de minimizacao, tal como o algoritmo tabular de Quine-McCluskey.
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8.2 Motivacao para o desenvolvimento do mapa-K

8.2.1 Complexidade da busca dos termos na simplificacao de fungoes

Para func¢oes booleanas dependentes de poucas variaveis e equagodes booleanas com poucos
termos, o emprego sistematico dos Postulados, Lemas e Teoremas da Algebra de Boole, or-
ganizados na forma das operagoes de aglutinacao e de replicagao, nao ¢ uma tarefa muito
complexa. Porém, com o aumento do niimero de variaveis e do nimero de termos, cresce tam-
bém a complexidade do processo de simplificagdo de uma forma SOP/POS padrao em uma
forma SOP/POS minima. O aumento da complexidade reside no fato de que a procura dos
termos que podem ser combinados e dos que precisam ser replicados torna-se mais custosa a
medida que crescem o numero de termos da expressao e a quantidade de literais em cada termo.
Assim sendo, torna-se necessario tentar encontrar uma técnica que reduza a complexidade da
busca dos termos que podem ser combinados.

8.2.2 Simplificacao de fungoes por meio da tabela verdade

A tabela verdade pode ser utilizada para a simplificacao de equagbes booleanas, caso seja
empregado sobre ela o mesmo método sistematico que é aplicado as equacgoes.

Nas equagoes, a aglutinagao de dois termos mais complexos em um tnico termo mais simples,
por meio da eliminagdo de uma variavel, é conseguida quando todos as varidaveis de um termo
sao iguais as do outro termo, exceto uma delas, que aparece na sua forma original em um termo
e na sua forma barrada (negada) no outro termo. A varidvel que se modifica é a eliminada.

Na tabela verdade, o raciocinio equivalente acontece quando as variaveis e as suas formas
barradas sao trocadas pelos valores booleanos “0” e “1”. Nesse caso, a aglutinagao é possivel
quando todos as varidveis de ambos os termos assumem o valor 0 (ou 1), exceto uma delas,
que aparece como 0 em um termo e como 1 no outro termo. A varidvel que se modifica ¢é a
eliminada.

Como exemplo do uso da tabela verdade, sobre uma funcao de trés variaveis f(A, B,C),
observa-se que tanto os mintermos mg = (A - B -C) e m; = (A - B - C) quanto os maxtermos
My=(A + B + C)eM, = (A + B + C) podem ser combinados, gerando (A - B)
e (A + B), respectivamente, por meio da eliminagao da varidavel “C”. Na tabela verdade, o
processo equivalente é o seguinte: comparar os padroes “000” e “001”, eliminar a variavel “C”
e montar o termo final simplificado com as variaveis “A” e “B”.

8.2.3 Reducao da complexidade da busca: primeira tentativa

Em um primeira tentativa de reducao da complexidade da busca de termos, na simplifi-
cacao de fungodes booleanas, pode-se pensar em utilizar a tabela verdade, dado que ela é uma
representacao visualmente mais simples e bem organizada. Por exemplo, a tabela verdade da
equagao booleana

+C)-(A+B+C)-(A+B+C) .
(8.1)

F(A,B,C) = Y m(1,2,6,7) = (A-B- C)
_|_

A Y (A-B-O)+(A-B-0)+(A-B-C)
— JIM(0,3,4,5) = (A (A+B

C)-

é definida na Tabela 8.1, onde sdo indicados os mintermos (my) e os maxtermos (Mj).
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’ Linha H
0

| B

| F(A,B,C) || mu/M, |

Al B|C
01010
01011
01110
0111
1107]0
11071
11110
1111

| O] O || W DO —
[l Bl | Kewl Nenl | Nenl Bl | Bl e}

Tabela 8.1: Tabela verdade da Equacao (8.1).

A SOP minima da Equagao (8.1) pode ser obtida replicando-se o mintermo mg e aglutinando
cada copia com os mintermos msy e my, o que fornece

F(A,B,C)=(A-B-C)+(B-C)+(A-B). (8.2)
Da Tabela 8.1, deve-se observar, para os mintermos, que:
e Os mintermos mg e mz, que sdo proximos, combinam-se.
e Os mintermos mg e msy, que sao distantes, combinam-se.
e Os mintermos m; e msy, que sao proximos, nao se combinam.
e Os mintermos m; e mz, que sao distantes, nao se combinam.

Por sua vez, a POS minima da Equagao (8.1) pode ser obtida replicando-se o maxtermo M,
e aglutinando cada copia com os maxtermos My e M5, o que fornece

F(A,B,C)=(A+B+C)-(B+C)-(A+B). (8.3)

Da Tabela 8.1, deve-se observar, para os maxtermos, que:

e Os maxtermos M, e Ms, que sdo proximos, combinam-se.

e Os maxtermos My e My, que sao distantes, combinam-se.

e Os maxtermos M3 e My, que sdo proximos, nao se combinam.

e Os maxtermos M3 e My, que sao distantes, nao se combinam.

Fornecendo uma visdo mais geral do processo, as Tabelas 8.2 e 8.3 ilustram as relagoes
de possibilidade de simplificacao entre termos (mintermos/maxtermos), respectivamente para
fungoes de duas e trés varidveis. Nessas tabelas, observa-se que, para cada termo em questao (*),
alguns dos termos que podem se aglutinar (+) encontram-se em uma linha vizinha, enquanto

outros termos que também podem se aglutinar (+) encontram-se em linhas diversas e nao
vizinhas.
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0]1]2]3
0 0101 *|+]+
1 O[1 (| +]* +
2 110 |+ 4
3 1)1 + |+ |

Tabela 8.2: Relacoes de possibilidade de simplificacdo entre termos: func¢oes de duas variaveis.

0]1[2]3[4]5][6]7
0 0100 *|+|+ +
1 0101 ||+]* + +
2 0] 1]0] + 1+ +
3 011 + |+ | * +
4 1700 + 44
5 101 + + | * +
6 11110 + + 4+
7 111 + + |+ *

Tabela 8.3: Relagoes de possibilidade de simplificacao entre termos: fungoes de trés variaveis.

Portanto, nao é dificil concluir que, na sua forma original, apresentada nas Tabelas 8.1,
8.2 e 8.3, a tabela verdade nao é uma ferramenta extremamente facilitadora para o processo de
minimizagao. Na sua forma original, ela apresenta uma dificuldade similar aquela encontrada
nas equagoes, na busca por combinagoes de termos.

8.2.4 Modificacao na organizagao da tabela verdade

Uma modificacao que pode ser executada sobre a tabela verdade, no sentido de torné-la
uma ferramenta mais 1til ao processo de otimizacao, é a reorganizacao das suas linhas.

A organizacao original da tabela verdade baseia-se na alteracao do periodo Py, relativo a
troca de valores das varidveis. Assim, em fungoes de duas variaveis f(A, B), tem-se Pg = 1 para
B e P4 =2 para A, como na Tabela 8.2. Por sua vez, em fungoes de trés variaveis f(A, B,C),
tem-se Po = 1 para C, Pg = 2 para B e P4 = 4 para A, como na Tabela 8.3.

Porém, na busca por termos combinaveis, é mais importante que a organizacao da tabela
verdade fundamente-se em uma alocacao que estabeleca uma relagao direta entre os padroes
que se diferenciam em apenas uma das variaveis.

O denominado Cédigo Gray apresenta o tipo de organizacao desejada. As Tabelas 8.4, 8.5 e
8.6 apresentam o Codigo Gray para funcoes de 1, 2 e 3 varidveis, respectivamente. O processo
de geracao do Codigo Gray pode ser interpretado como a realizacdo de espelhamentos entre
blocos de padroes, produzidos a partir de eixos de simetria, conforme indicado nas tabelas em
questao. Nessas tabelas, podem-se observar espelhamentos entre os seguintes blocos: 0 e 1; 3 e
2;6e7;5e4;0-1e 3-2; 6-7 e 5-5; 0-1-3-2 e 6-7-5-4.

AS.V.



8.2. Motivagao para o desenvolvimento do mapa-K 115

Os espelhamentos do Coédigo Gray produzem dois efeitos. No primeiro deles, a cada duas
linhas geometricamente adjacentes, apenas uma das variaveis sofre alteragao no seu valor. Isso
também acontece entre a primeira e a tltima linha, criando uma ligacdo geométrica circular
entre elas e, assim, tornando-as geometricamente adjacentes. No segundo efeito, a alteracao
no valor de apenas uma das variaveis também acontece em padroes que se superpoem nos
espelhamentos. Por exemplo, o padrao da linha 0 sofre espelhamento sobre os padroes das
linhas 1, 2 e 4, alterando apenas as variaveis C, B e A, respectivamente.

Linha || A
0 0
1 1

Tabela 8.4: Cédigo Gray para 1 variavel.

Linha

(@)
e e k==

B
0
1
1
0

DN | —

Tabela 8.5: Codigo Gray para 2 variaveis.

Linha || A| B | C
0 01010
1 0101
3 0(1]1
2 01110
6 11110
7 1111
5 11701
4 11010

Tabela 8.6: Cédigo Gray para 3 variaveis.

Seguindo a modificagao indicada pelo Cédigo Gray, a tabela verdade da Equagao (8.1),
apresentada pela Tabela 8.1, é reorganizada e reapresentada na Tabela 8.7. Nessa tabela
modificada, para o exemplo em questao, torna-se mais facil verificar que o mintermo m; fica
isolado, enquanto o mintermo mg combina-se com os mintermos msy e my7. Da mesma forma,
observa-se mais facilmente que o maxtermo Mj fica isolado, enquanto o maxtermo M, combina-
se com os maxtermos M;5 e M.

Fornecendo uma visao mais geral do processo, as Tabelas 8.8 e 8.9 ilustram a reorganizacao
das Tabelas 8.2 e 8.3. Nessas tabelas modificadas, também torna-se mais facil verificar, para
cada termo em questao (*), com quais termos ele pode se aglutinar (+).
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’ Linha H
0

| B

| F(A,B,C) || mu/M; |

A
0
0
0
0
1
1
1
1

= O | S| DN W =

B|C
010
01
171
110
110
171
01
010

OOl | | = =] O
3

Tabela 8.7: Tabela verdade da Equagao (8.1), reorganizada.

0]1]2]3
0 001 * |+ |+
1 O[1 (| +]* +
3 1)1 + |+ *
2 110+ 1+

Tabela 8.8: Relagoes de possibilidade de simplificagdo entre termos: fun¢oes de duas variaveis.
Tabela verdade reorganizada.

0]1]2[3]4]5]6]7
0 01001 * |+ +
1 0101 |+]* + +
3 011]1 + [+ * +
2 011]0]+ 4+ +
6 1111]0 + + 4
7 111 + + [+ *
5 1101 + + | * +
4 110]0|+ A+

Tabela 8.9: Relacoes de possibilidade de simplificacao entre termos: fungoes de trés variaveis.
Tabela verdade reorganizada.

A reorganizacao da estrutura da tabela verdade, empregando o Cdédigo Gray e definindo
uma sistematica para a relagdo entre os termos, proporciona uma melhoria no processo de busca
dos termos combindveis. Mesmo assim, ainda é necessario que os termos combindveis sejam
procurados ao longo de toda a tabela. Logo, um esfor¢o extra é necessario, a fim de que uma
ferramenta mais eficaz seja proposta.
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8.2.5 Motivacao final para a criacao do mapa de Karnaugh

A tentativa inicial de utilizar a tabela verdade a fim de facilitar a busca de termos para a
simplificacao das expressoes booleanas nao produz um bom resultado. Em seguida, a tentativa
de modificagdo na organizacao da tabela verdade produz um resultado melhor, mas ainda
requer um aperfeicoamento. Finalmente, o resultado procurado aparece na forma do mapa
de Karnaugh, que apresenta uma alocacao geometricamente adjacente completa para todos os
termos potencialmente combinaveis.

8.3 Construcao do mapa-K

A seguir, sao apresentados alguns exemplos de construcao para um mapa-K, relativos a
fungoes de uma até quatro variaveis. Como devera ser percebido, o mapa-K é criado a partir de
um rearranjo da tabela verdade. O rearranjo é baseado em espelhamentos relativos aos valores
das variaveis, gerando uma estrutura que lembra um Diagrama de Venn. Pode-se dizer que
a estrutura vetorial da tabela verdade é transformada na estrutura matricial do mapa-K. Em
funcao dos espelhamentos realizados, a indexacao das linhas e das colunas do mapa-K assume
os valores do Cédigo Gray, incorporando seus efeitos.

8.3.1 Funcoes de 1 variavel

[Linha [ A F(A) |
0 0 Foy
1 1 Fy

Tabela 8.10: Tabela verdade para fungoes de 1 variavel.

A 4

A
— 0|1
| 5| B

A
A 0

A
— 1
AR AR

Figura 8.1: Exemplos de mapas de Karnaugh para fungdes de 1 variavel.
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8.3.2 Funcgoes de 2 variaveis
| Linha | A| B | F(A,B) |
0 01]0 Ey
1 011 Fy
2 110 F,
3 111 E;
Tabela 8.11: Tabela verdade para fungoes de 2 variaveis.
- Al 4 OAl
g ?0 ?2 7 B o[FR B
1173 1| B | F
 B|B -~
ﬁ ]]::0 ? A0[RI R
2173 1| B | F
A A AB
B|B|B|B <« AB|AB|AB|AB +— 00]|01]11]10
(R | B F | Ry | R | B | B | B R | P B R
B B BA
A|A|A|A - BA|BA|BA|BA +— 00]01]11]10
BRI R | B | B | R Ry | B F | F

Figura 8.2: Exemplos de mapas de Karnaugh para fungoes de 2 variaveis.
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8.3.3 Funcoes de 3 variaveis

’ Linha H
0

| B

| F(A,B,O) |
Fy
Fy

C
0
1
0 Fy
1
0
1
0
1

3
Fy
Fy
Fs
Fr

A| B
010
010
0]1
0]1
110
110
111
111

|| O | W N~

Tabela 8.12: Tabela verdade para fung¢oes de 3 variaveis.

A A AB
B|B|B|B AB|AB|AB|AB 00| 011110
ClE R F BT IR B[ F|E1Y ¢ olR B E|E
Cl R | F BB Cl F | B | B | E 1R | Fs | B | s

B B BA
AlA|lA|4A BA|BA|BA|B4A 00| 011110
ClhR B R Bl Y Tl | B HE1T ¢ 0lE [ BE|E|B
Cl R | F | E|E Cl F | B | B | E 11 F, | Fs | Fr | Fs

Figura 8.3: Exemplos de mapas de Karnaugh para func¢oes de 3 variaveis.
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120 Capitulo 8. Mapa de Karnaugh

8.3.4 Funcoes de 4 variaveis

| Linha || A|B|C [ D] F(A,B,C,D) |
0 ojfofofo Fy
1 0[o0]0]1 Fi
2 ojof1]o0 Fy
3 ojo0o|1]1 F3
4 ol1]o0]o0 F,
5 ol1]0]1 Fy
6 ojl1]1]o0 Fg
7 0111 Fy
8 1lofo]o Fg
9 1fofo]1 Fy
10 1{of1]0 Fio
11 1lol1]1 Fii
12 11070 Fio
13 1101 Fi3
14 11170 Fi4
15 1111 Fis

Tabela 8.13: Tabela verdade para fungoes de 4 variaveis.

A A
B|B| B | B AB|AB|AB|AB
C D[R |F|Fu|R]|, CD[R || F| &
D | Fy | F5s | Fi3 | Fy CD| F Fy Fis Fy
C D|Fy|Fr| Fis | Fny CD| F3 | F; | Fi5 | Iy
D | Fy | Fg| Fiy | Fio CD| F, | Fg | Fia | Fio

00 | Fy | Fy | Fio | Ey
CD 01| F, | F5| Fi3| Iy
11| F3 | F7 | Fi5 | F1y
10| Fy | Fg | Fia | Fio

Figura 8.4: Exemplos de mapas de Karnaugh para fungoes de 4 variaveis.
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8.4 Preenchimento do mapa-K

Por construcao, cada uma das localizagoes do mapa ¢é associada a cada uma das combi-
nacoes das variaveis das quais a fungao é dependente. Isso equivale a dizer que cada uma das
localizagbes do mapa é associada a uma linha da tabela verdade da funcdao. Logo, cada uma
das localizagoes do mapa deve ser preenchida com o respectivo valor da fung¢ao (0 ou 1).

Para montar o mapa de uma funcao légica e emprega-lo para simplificar uma forma SOP,
deve-se manter os valores 1 (mintermos) no mapa e ignorar os valores 0 (maxtermos), a fim de
facilitar a identificacao visual.

Para montar o mapa de uma funcao logica e empregéa-lo para simplificar uma forma POS,
deve-se manter os valores 0 (maxtermos) no mapa e ignorar os valores l6gicos 1 (mintermos), a
fim de facilitar a identificacao visual.

Por exemplo, considerando os mintermos e os maxtermos separadamente, as Figuras 8.5 e 8.6
ilustram os mapas-K para a Equagao (8.1), respectivamente.

AB

cN_ 00 01 11 10
0 1|1
1] 1 1

Figura 8.5: Mapa de Karnaugh relativo a Equagao (8.1), considerando apenas os mintermos.

AB

cN\_ 00 01 11 10
0] 0 0
1 0 0

Figura 8.6: Mapa de Karnaugh relativo a Equacao (8.1), considerando apenas os maxtermos.

8.5 Mapa-K como forma de expressao

Uma funcao de variaveis booleanas pode ser expressa por uma equacao genérica, por uma
forma do grupo SOP, por uma forma do grupo POS, por uma forma padrao do grupo SOP, por
uma forma padrao do grupo POS por uma lista de mintermos, por uma lista de maxtermos e
por uma tabela verdade.

Além de ser usado como ferramenta de minimizacao, o mapa-K pode ser visto como mais
uma alternativa de representacao para funcoes booleanas.

As transformagdes entre: 1) uma equagao genérica, ii) uma forma dos grupos SOP ou POS e
iii) uma forma padrao dos grupos SOP ou POS, envolvem manipulacao algébrica das equagoes.

Por outro lado, as transformacoes realizadas entre uma lista de mintermos ou maxtermos,
uma tabela verdade, um mapa-K e as demais representacoes, envolvem catalogacao direta.

Portanto, partindo-se de uma dada forma de representagao, pode-se facilmente obter todas
as demais, independentemente do tipo de mapeamento utilizado.
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122 Capitulo 8. Mapa de Karnaugh

Um exemplo de tais relacionamentos pode ser obtido a partir da funcao dada por

F(A,B,C)=(A+(B+0)) . (8.4)
Ap6s alguma manipulagdo algébrica, a Equagao (8.4) pode gerar a forma POS
F(A,B,C)=(A)-(B+(C) (8.5)
e a forma SOP

F(A,B,C)=(A-B)+(A-C). (8.6)

Expandindo-se os termos das Equacoes (8.5) e (8.6), obtém-se, respectivamente, a forma

padrao POS

F(A,B,C) = (A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+0C)
11M(0,1,2,3,4) (8.7)

e a forma padrao SOP

F(A,B,C) = (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)

Por sua vez, a tabela verdade referente a Equagao (8.4) é apresentada na Tabela 8.14.

| Linha | A|B|C || F(A,B,C) |
0 0/07]0 0
1 0l0]1 0
2 0170 0
3 0111 0
4 1[o]o 0
5 1/0]1 1
6 1[17]0 1
7 1171 1

Tabela 8.14: Tabela verdade relativa a Equacao (8.4).

Finalmente, o mapa-K da funcao é mostrado na Figura 8.7.

AB
coN\_ 00 01 11 10

0| O 0 1 0

11 0 0 1 1

Figura 8.7: Mapa de Karnaugh relativo a Equacao (8.4).
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8.6 Mapa-K na simplificacao de expressoes booleanas

8.6.1 Adjacéncia légica, aglutinacao e replicagcao

A simplificacao algébrica de expressdes booleanas baseia-se na utilizagao de duas operagoes:
a aglutinacao e a replicacao.

Se dois termos diferem de apenas um literal (A e A), a aplicacdo da aglutinagdo permite
simplificad-los em um tnico termo, sem o literal em questao. Tais termos sao ditos logicamente
adjacentes. Isso pode ser exemplificado por

F(A,B,C) = C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)
= (B-C)+(B-0). (8.9)

N
| o

Por sua vez, a replicagao permite que um mesmo termo seja utilizado em simplificacoes
envolvendo diversos outros termos. Um exemplo de replicacao ¢ dado por

F(A,B,C) = (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)
= (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)
(A-C)+(B-0) . (8.10)

Os mapas de Karnaugh sao construidos de tal forma que as adjacéncias geométricas do
mapa sao equivalentes as adjacéncias légicas dos termos das equacoes. Portanto, a combinacao
algébrica dos termos de uma equacao é equivalente a combinacao de termos adjacentes do
mapa. Assim sendo, a equacao pode ser simplificada através da leitura direta da informagao do
mapa. O mapa da Figura 8.8 exemplifica a Equacao (8.9), onde sao realizadas as combinagoes
(mog —my) e (mg —my).

O,EO 0@7
NaDE

Figura 8.8: Mapa de Karnaugh relativo a Equacao (8.9).

No mapa, a replicacao ¢ interpretada como a combinacao de um termo com os demais
geometricamente adjacentes. O mapa da Figura 8.9 exemplifica a Equagao (8.10), onde o
mintermo mg é replicado para as combinagoes (mg — my) e (my — ms).

AB
coN_ 00 01 11 10

JE N €

11 0 0 0 0

Figura 8.9: Mapa de Karnaugh relativo a Equagao (8.10).

TET / UFF



124 Capitulo 8. Mapa de Karnaugh

8.6.2 Selecao sistematica de termos (implicantes ou implicados)

Em uma selecao sistematica, duas defini¢des sao de grande auxilio na escolha de termos a
serem agrupados para simplificacdo: termo essencial e termo primo.

Quando um termo original é coberto por um tinico agrupamento possivel, o termo resultante
do agrupamento é denominado de termo essencial. Isso indica que os termos essenciais devem
ser incluidos na expressao minima equivalente a funcao desejada.

Um termo original que nao tenha sido coberto por qualquer agrupamento anterior deve ser
incluido em um agrupamento maximo, o qual serd denominado de termo primo. Isso indica
que os termos primos devem ser incluidos na expressao minima equivalente a funcao desejada.

Deve ser ressaltado que nem todo agrupamento maximo representa um termo primo.

A Figura 8.10 apresenta o mapa da funcao dada por

F(A,B,C) = Y m(0,2,3,5,6,7)

B
)+ (A-B-C). (8.11)

Observam-se os seguintes grupamentos possiveis: (mo—ma), (ms—msz) e (ma—ms—mg—msy).

Os agrupamentos (mg — ms) e (ms —my) sao considerados essenciais, porque sao as inicas
possibilidades de simplificacao para os mintermos mg e ms.

Apoés os agrupamentos essenciais, sobram os mintermos ms e mg. Um agrupamento primo
(mg — mg — mg — my) pode ser realizado, duplicando-se os mintermos my e ms.

AB
coN\_ 00 01 11 10

0[1 1} 1] o

10\1[1 1}

Figura 8.10: Mapa de Karnaugh relativo a Equagao (8.11).

Assim, uma forma sisteméatica de escolha de termos é:
S1 - Identificar todas as possibilidades de agrupamento, através dos maiores grupos
possiveis.

S2 - Marcar todos os termos originais cobertos por apenas 1 agrupamento. Tais
agrupamentos formam os termos essenciais.

S3 - Listar todos os termos essenciais.

S4 - Usar os maiores agrupamentos possiveis para cobrir os termos originais nao
cobertos pelos termos essenciais, formando termos primos.

S5 - Listar apenas tais termos primos.

S6 - Montar a expressao minima, a partir das duas listas.

No caso da existéncia de diversas formas minimas equivalentes, em uma SOP ou em uma
POS, deve-se aplicar algum critério extra para a escolha final.

Dada uma fungao, e suas formas SOP e POS, nada se pode garantir em relagdo a qual das
duas conduzird a expressao mais simples. Assim, é necessario encontrar a forma minima de
ambas e decidir qual delas é a mais simples.
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8.6. Mapa-K na simplificacao de expressoes booleanas 125

8.6.3 Mapa-K de funcoes com miultiplos minimos e mapa ciclico

Algumas equagoes booleanas nao possuem uma forma minima tnica. Isso acontece porque,
em um conjunto de termos da expressao, cada um deles é coberto por mais de um agrupamento
de termos logicamente equivalentes. Assim sendo, ndo é possivel selecionar um conjunto tinico
de termos essenciais e/ou primos. Em tais casos, o que se deve fazer é avaliar as possiveis
solucoes e escolher a de menor custo. Caso ainda existam opcgoes logicamente equivalentes,
todas de mesmo custo, deve-se adotar algum critério extra de escolha.

A Figura 8.11 apresenta o mapa de uma fun¢do com miltiplas formas minimas, envolvendo o
termo ms. As Figuras 8.11a e 8.11b respectivamente ilustram as duas solu¢oes de mesmo custo,
que sdo as seguintes: a) (mg—my), (ms —myz), (mg—msz) e b) (mg—my), (m3—mz), (m3z—ms).

AB AB

cN\_ 00 01 11 10 00 01 11 10
ol ) o] of )]0 (x|
Dok oDk

(a) Forma minima 1. (b) Forma minima 2.

Figura 8.11: Mapa de Karnaugh com multiplas formas minimas.

Em alguns casos particulares, todos os termos de um subconjunto dos termos da funcgao
sao cobertos por mais de um agrupamento, todos de mesmo custo. Tal subconjunto de termos
forma um ciclo. Mapas de fung¢oes com tal caracteristica sdo denominados de mapas ciclicos.
Nesses casos, deve-se adotar algum critério extra de escolha para quebrar o ciclo.

A Figura 8.12 apresenta um mapa com ciclo, que possui duas solu¢oes de mesmo custo. As
Figuras 8.12a e 8.12b respectivamente ilustram as duas solugoes de mesmo custo, que sao as
seguintes: a) (mg — ma), (mg — my), (my —ms) e b) (mg — my), (Mms — mz), (Mma —mg).

AB
C 00 01 11 10 C 00 01 11 10

BnRDEED
oD RN aD

(a) Solucao 1 para quebra de ciclo. (b) Solugao 2 para quebra de ciclo.

Figura 8.12: Mapa de Karnaugh com ciclo.

8.6.4 Mapa-K de fungoes nao completamente especificadas

Em alguns problemas, as fung¢oes booleanas podem ser nao completamente especificadas.
Nesses casos, duas situagoes podem ocorrer. Na primeira delas, para uma dada combinacao
de valores dos literais, o valor da fun¢ao nao ¢é relevante, caracterizando uma indeterminacao
por don’t-care. Por outro lado, pode acontecer que uma determinada combinagao de literais
nunca ocorra, caracterizando uma indeterminacao por can’t-happen. Em ambas as situacoes,
pode-se especificar livremente qualquer um dos valores l6gicos para a fun¢ao. Para caracteri-
zar uma indeterminagdo, costuma-se atribuir um valor 16gico indeterminado X. Os valores
indeterminados podem ser uteis no processo de simplificacdo de formas padroes SOP e POS.
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A Tabela 8.15 exemplifica uma fung¢io incompletamente especificada, a qual também pode
Ser expressa por

F(A,B,C) =Y "m(0,3,4) + > d(2,7) = [[M(1,5,6) - []d(2,7) . (8.12)
| Linha | A|B|C || F(A,B,C) |
0 o[o]o 1
1 001 0
2 0[1]0 X
3 011 1
4 1[o]o0 1
5 1jof1 0
6 1]1]0 0
7 111 X

Tabela 8.15: Tabela verdade de fungao incompletamente especificada.

As Figuras 8.13 a 8.15 ilustram, respectivamente, os mapas de Karnaugh da funcao definida
na Equagdo (8.12), dos seus mintermos e dos seus maxtermos.

AB
cN\_ 00 01 11 10

0 1 | X |0 1

11 0 11X 10

Figura 8.13: Mapa de Karnaugh da Tabela 8.15.

LT 0 L [l
1 1| x| 1 UX

(a) Forma minima 1. (b) Forma minima 2.

Figura 8.14: Mapa de Karnaugh dos mintermos da Tabela 8.15.

Da configuracao de mintermos apresentada no mapa da Figura 8.14, pode-se escrever que

F(A,B,C) = Y- m(0,3,4)+ > d(2,7)
= (mo+ma)+ (ms+dy) = (B-
B
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AB AB
C 00 01 11 10 C 00 01 11 10

o[ [x1o) o Tx 0]

o) Jxjof o)) i ]

(a) Forma minima 1. (b) Forma minima 2.

Figura 8.15: Mapa de Karnaugh dos maxtermos da Tabela 8.15.

Da configuracao de maxtermos apresentada no mapa da Figura 8.15, pode-se escrever que

F(A,B,C) = HM(l,5,6)-Hd(2,7)
= (M, -Ms)-(Mg-dy) = (B+C)-(B+C)

As Equagoes (8.13) e (8.14) mostram que os valores légicos indeterminados podem ser
usados, ou nao, no processo de simplificacao. Elas ilustram ainda o papel relevante dos valores
indeterminados na simplificacdo de fungoes booleanas.

Deve ser ressaltado que, uma vez escolhidos como “0” ou como “1”, os valores indeterminados
“X7” bem como a func¢ao original, perdem a sua caracteristica de indeterminacao na expressao
minima. Assim sendo, a funcao minimizada final passa a ser completamente especificada.
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8.7 Exercicios propostos

1. Obtenha, utilizando o Mapa de Karnaugh, as formas SOP minima e POS minima para
as seguintes equacoes booleanas:

(a) F(A,B,C)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)
(b) F(A,B,C)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)
(c) F(A,B,C)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-0).
(d) F(A,B,C)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C).
(e) F(A,B,C)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-0)
(f) F(A,B,C)=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C).

2. Obtenha, utilizando o Mapa de Karnaugh, as formas SOP minima e POS minima para
as seguintes equagcoes booleanas:

(a) F(A,B,C)=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C).
(b) F(A,B,C)=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+().
(¢) F(A,B,C)=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+0).
(d) F(A,B,C)=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+().
(e) F(A,B,C)=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+0C)-(A+B+0).
(f) F(A,B,C)=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+0).

3. Para os exercicios listados abaixo, considerar as equagdes booleanas apresentadas em
seguida.

Obter a forma SOP padrao da equacao fornecida.

Obter a forma SOP minima, utilizando o mapa de Karnaugh correspondente.

)
)
c) Obter a forma POS padrao da equacao fornecida.
) Obter a forma POS minima, utilizando o mapa de Karnaugh correspondente.
)

Apresentar a expressao minima para funcgao.

Equagoes booleanas:

F(A,B,C)={B-[(A-C)+(A-O)|}+{B+[(A+7C) - (A+ )|}

ii. F(A,B,C) = {[(A+B)+C} - [A+ (B+C)H.
iii. F(A,B,C)= {(A~B)+ C} [(A+C)- B].

4. Construa a Tabela Verdade e o Mapa de Karnaugh a partir das expressoes booleanas
minimas apresentadas nas Equagoes (8.13) e (8.14). Perceba as diferengas entre tais
representacoes, bem como as diferencas entre cada uma delas e a Tabela Verdade original
e o Mapa de Karnaugh original, apresentados na Tabela 8.15 e na Figura 8.13, respecti-
vamente.
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5. Para os exercicios listados abaixo, considerar as equacoes booleanas apresentadas em

seguida.

(a) Obter a forma SOP minima, utilizando o mapa de Karnaugh correspondente.

(b) Obter a forma POS minima, utilizando o mapa de Karnaugh correspondente.

(c) Apresentar a expressao minima para funcao.

Equacoes booleanas:
1.

ii.
1il.
iv.
V.
vi.
vii.
Viii.

iX.

Xi.
Xii.
xiii.
Xiv.
XV.
XVi.
XVii.
XViii.
XiX.
XX.
XXi.
XXii.
XXiii.
XXIV.
XXV.
XXVI.
XXVii.
XXViii.
XXIX.
XXX.
XXX1.

XXXI1i.

F(A,B,C) =

(5 6 12 13 14,15)
(5,6,8,11,12,13, 14, 15)
(1,3,5,7,12,13, 14, 15)
(4,5,11,13, 15)
(0,1,5,6,7,14)
(0,1,2,6,7,8,9,10, 14)
(0,1,2,5,6,7,8,9,10, 14)
(0,1,2,6,7,8,9,10, 14, 15)
(0,1,2,5,6,7,8,9,10, 14, 15)
(0,1,2,5,6,7,8,9,10, 13, 14, 15)
(0,2,6,7,8,9,10,12,13)
(0,2,6,7,8,9,10,12,13, 15)
(0,2,4,6,10,11, 14, 15)
(0,1,2,3,5,7,15)
(0,1,2,3,5,7, 14, 15)
(0,1,2,3,5,7,11,15)
(0,1,2,3,5,7,13,15)
(0,2,5,6,8,10,13)
(0,2,5,7,8,10, 11,13, 15)
(1,5,6,7,11,12,13,15)
(2,3,4,5,6,7,10,12,13, 15)
(1,2,4,6,7,9,11,12,13, 14, 15)

3335333333533333353333
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Capitulo 9

Sistemas de numeracao

9.1 Introducao

e Sistema numérico (number system) X sistema de numeracao (numeral system).
e Sistemas numéricos classificam o tipo da quantidade numérica: N, Z, Q, R, C, etc..

e Sistemas de numeracao tratam da representacao da quantidade numérica: grupos de
numerais (simbolos) que representam quantidades.

e MAquinas digitais possuem capacidade de armazenamento finito. Um registro s6 pode
armazenar uma quantidade finita de elementos basicos de informagcao e a maquina s6 pode
armazenar uma quantidade finita de registros. Portanto, toda quantidade armazenada
serd uma aproximacao da quantidade original. O sistema de numeracao utilizado pela
maquina tem influéncia direta na qualidade dessa aproximagcao.

e Da mesma forma, a eficiéncia de uma determinada implementacao para as operacgoes
aritméticas bésicas (adi¢do, subtracao, multiplicacao e divisdo) também é influenciada
pelo sistema de numeracao utilizado pela maquina. Deve ser ressaltado que a eficiéncia
é, geralmente, medida em relagdo ao tempo necessario para a realizacao da operacgao, a
quantidade de elementos constituintes utilizados, aos tipos de tais elementos e ao consumo
de energia.

e Assim, através da escolha adequada entre as diversas alternativas matematicas para a
representagdo de quantidades, bem como da sua implementagdo (méaquina e linguagem

de programagao), procura-se reduzir o erro das aproximagoes e/ou tornar as operagoes
aritméticas mais eficientes.

e Sistemas comumente usados em maquinas digitais:

— Posicional.

Residuos (ou resto).
— Racional.

— Logaritmico.
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e Sistemas de numeragao posicional

— Sistema vetorial posicional.

E definido um conjunto basico de digitos ou simbolos 8 = {s1, 52, -+ , 53/}

— Os numeros = sao representados por grupos de digitos (vetores) pertencentes a S:
x =[dy, - ,dy,di]s,onde d; € S.

— A posicao de cada digito no vetor tem significado.

— A cada posicao i é associado um peso numérico w;, o qual é multiplicado pelo digito
d; correspondente: w = [wy, -+ , Wa, w1

— Os digitos d; representam ntimeros inteiros, podendo ser positivos e/ou negativos.

Os pesos podem ser os mais diversos possiveis.
e Sistemas de numeragao de residuos (ou restos)

— Sistema vetorial nao posicional.

E definido um vetor de elementos primos entre si dois a dois: m = [my, ma, -+, my|.

— Sao calculados os residuos (restos) r; da divisao de um ntmero inteiro = por cada
elemento m;.

— Os ntmeros x sao representados por um vetor contendo os residuos: & = [r1, 79, , N]m-

— Nas operagoes aritméticas, os residuos podem ser tratados independentemente, acelerando
o processo de célculo.

e Sistemas de numeragao racional

— Representacao de nimeros através de fracoes.

— Numerador e denominador da fragao sao representados por nimeros inteiros.

— As operacoes aritméticas sao realizadas sem erro, mesmo em uma maquina com
precisao finita.

e Sistemas de numeragao logaritmico

— Um ntamero real g > 1 é definido como base.
— E gerado um conjunto de ntimeros reais L, = {z | |2| = p',i € Z} U {0}.

— E objetivada uma melhoria de precisdo na representacdo dos ntimeros, conseguida
através de arredondamento geométrico.
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9.2 Sistema de numeracao posicional convencional

Nesta secao, sao abordados os seguintes aspectos do sistema de numeragao posicional con-
vencional (SNPC):

e Representacdo de nimeros com partes inteira e fracionaria.

Representagao de ntimeros positivos, nulos e negativos.

Tabelas de operagoes basicas entre digitos.

Escalamento por poténcia inteira da base.

e Conversao entre bases.

Bases mais comuns em circuitos digitais.

9.2.1 Representacao de numeros inteiros nao negativos

Para representar quantidades numeéricas inteiras, ordenadas e nao negativas, o sistema de
numeracgao posicional convencional utiliza um conjunto ordenado e nao negativo de simbolos
simples (digitos) d; € S = {s1,52, -+ ,sp} =1{0,1,2,--- (b—1)}, juntamente com uma técnica
de poderacao ou escala. O nimero de elementos de S, M = b, é denominado base ou radical
(radiz) do sistema de numeragao. Os pesos ou fatores de escala utilizados sdo poténcias inteiras
da base w; € W = {wy, wy, w3, -+ } = {b°, 01, 0%, }.

Uma visdo geométrica modular do processo de representacao pode ser encontrada nas
Figuras 9.1 a 9.4, para b = 3. Para representar cada uma das quantidades g < b, é utilizado
apenas um dos elementos de S, como na Figura 9.1. Para as quantidades ¢ > b, como nao ex-
istem outros simbolos disponiveis, repetem-se os elementos de S, em médulos de comprimento
b, como exemplificado na Figura 9.2. Porém, isso gera ambigiiidade na representagdo, a qual é
resolvida através da combinacao de simbolos, como ilustrado na Figura 9.3. Agora, a cada mo-
dulo de b simbolos, no nivel basico de representacao L = 0, sdo justapostos os elementos de S,
formando um novo nivel de representacdo L = 1. Essa técnica é aplicada, sucessivamente, cada
vez que o numero de possibilidades de representagdo em um determinado nivel L se esgota e
uma nova ambigiiidade é gerada pela repeticao de simbolos, como é apresentado na Figura 9.4.

Em cada nivel da representacio existe um moédulo formado pelos simbolos de S. Devido a
lei de formagao empregada, o comprimento do médulo em cada nivel é uma versao escalada dos
comprimentos dos moédulos dos niveis inferiores. Os fatores de escala sdo as poténcias inteiras
da base W = {0° b b2, ---}. As mudangas de simbolos, dentro de cada nivel, sdo reguladas
pelo fator de escala do nivel. Dessa forma, dentro de cada nivel L =0,1,2,...,(N — 1), ocorre
uma mudanca de simbolos a cada b” unidades da quantidade representada.

[0ft]2]

Figura 9.1: Representacao de quantidades ¢ < b, para b = 3.
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(0ft]2]oft2]0f1]2]

Figura 9.2: Representacao de quantidades ¢ > b, para b = 3, com ambigiiidade.

0[1]2

0[1]2

0[1]2

1

2

Figura 9.3: Representacao de quantidades ¢ > b, para b = 3, com eliminagdo da ambigiiidade

através da justaposicao dos digitos.

oOf1]2]oft[2]o]1[2]0f1[2][0]1]2][0]1]2][0f1][2]0[1][2]0]1]2
0 1 2 0 1 1 2
1 2

Figura 9.4: Uso repetido da técnica de justaposicao de digitos para representagao de quantidades
q > b, para b = 3, sem ambigiiidade.

Algebricamente, a idéia geométrica modular de uma combinacgao de niveis pode ser expressa
por uma soma de niveis de valores, onde o valor numérico de cada nivel k£ é expresso por um
digito dy € S, ponderado por um fator w, € W, conforme a Equacao (9.1). A notacdo pode
ser simplificada através da justaposicao dos digitos, acompanhada da especificacao da base,
como ilustrado na Equagdo (9.2). Nos casos onde se opera sempre com a mesma base, a sua
indicacao pode ser omitida, como na Equacao (9.3).

(qr)p = (dy—1 x BV 1) 4o 4 (dy x D) + (dy x bY) + (do x b°) = Z dib* . (9.1)
N—-1

(gr)p = > dib" = [dn_1 -+ - dodidy)s (9.2)
k=0

Z dpb® = [dy_1 - - - dodydy) - (9.3)

9.2.2 Representagcao de nimeros fracionarios nao negativos

Para representar quantidades numéricas puramente fracionarias, ordenadas e nao negativas,
o sistema de numeracao posicional convencional utiliza o mesmo mecanismo empregado com
numeros inteiros. Nesse caso, os pesos w;, usados para ponderar os digitos d;, sdo poténcias
inteiras e negativas da base b.

Partindo-se das Equagoes (9.1) a (9.3), pode-se dizer que

N—-1
(gr)s =0 (qr)p = (A1 x b 4+ 4+ (di x V) 4 (do x b7N) = Y dpb™F (9.4)
k=0
ou, utilizando-se uma notagdo mais genérica, que
-1
(gr)p = (doy x b7 )+ (doa x b2 44+ (doy x b V) = > dpb* =[dyd_a---d_n]p . (9.5)
=—N
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Na representacao simplificada por um vetor de digitos, para uso humano, emprega-se um
simbolo extra para diferenciar as representacoes de nimeros puramente inteiros, puramente
fracionarios e com partes inteira e fracionaria. Normalmente é utilizado um ponto ou uma
virgula, como é ilustrado na Equagao (9.6), para nimeros puramente inteiros, na Equagao (9.7),
para numeros puramente fracionarios, e na Equacao (9.8), para nimeros com partes inteira e
fracionaria.

N;—1
(QI)b = Z dkbk = [dNI—l . 'dldo . ]b = [dNI—l st dldo . O]b . (96)
k=0
-1
(gr)o= Y. db =] -dads--d_n.p=[0-dad s d_n.]s - (9.7)
k=—Np
Ny—1
(Q)b = (QI)b + (C]F)b = Z dkbk = [dNI—l weedadydy - d_yd_g - - 'd—NF]b . (9-8)
k=—Ng

Na representacao utilizada nos circuitos digitais o simbolo extra nao ¢ utilizado, uma vez
que o conhecimento de quantos digitos sao empregados para as partes inteira e fraciondria
transformam-no em uma informacao redundante e, portanto, dispensavel.

Para o uso humano, a redundancia é ttil para facilitar a visualizacao das partes inteira e
fracionaria, bem como para sua manipulacao.

9.2.3 Representacao de numeros inteiros negativos

Na representacao matematica para uso humano, uma forma de diferenciar niimeros positivos
e negativos ¢ a adicao dos simbolos “47 e “—" respectivamente. Tais simbolos também podem
ser interpretados como operadores unarios. Logo, a menos que seja necessario resolver alguma
ambigiiidade, o simbolo “+” é dispensado, uma vez que nao realiza qualquer modificagdo sobre
a quantidade original.

Na representacao utilizada nos circuitos digitais, é necessario empregar um dos proprios
simbolos utilizados na codificagdo de quantidades para diferenciar quantidades positivas e neg-
ativas, devido a nao existéncia de outros simbolos.

Diversas formas de recodificacao podem ser encontradas para os vetores de digitos que
representam as quantidades numéricas. As mais comuns sao discutidas a seguir.

Conceitos basicos

e Representagao numeérica

— Sistema: SNPC com base b.
— Digitos: d; € S ={0,1,2,---,(b—1)}.
— Representacao: vetor de N digitos.
e Significado dos N digitos
— O digito mais significativo representa o sinal: dy_1 = sy_1.

— Os restantes (N — 1) digitos representam a quantidade numérica.
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e Numeros nao negativos
— Digito mais significativo: dy_1 = sy_1 = 0.
— Representacao: (qr4)s = [sv—1dn—2- - dadidgly = [0 dy_2 - - - dadidp]p.
— Codificacao: sinal-e-magnitude.
e Numeros negativos
— Digito mais significativo: dy_; = sy_; = (b—1).
— Representacao: (q1-)y = [shy_dyy_y -+~ dadidply = [(b— 1) diy_y - - dilsdh)s
— Codificagoes:
* Sinal-e-magnitude.
* Sinal-e-complemento (magnitude recodificada):
- Complemento & base (b).
- Complemento a base diminuida (b — 1).
e A seguir, sao abordadas as codifica¢gbes de niimeros negativos para b = 2.

Visao geral das codificagoes

As Figuras 9.5 a 9.10 apresentam uma visao geométrica das codificagoes, para b = 2.

Na representacdo de numeros inteiros nao negativos, é utilizada a justaposicao de
N digitos para representar b valores consecutivos, na faixa [0; (b — 1)].

Por exemplo, para b = 2 e N = 4, o valor V' = (6)19 é representado por V = (0110)s.
Isso ¢ ilustrado na Figura 9.5.

Para possibilitar a representagdo de niimeros inteiros negativos, o digito mais significativo
é utilizado para simbolizar os sinais “+” e “—". Normalmente, sdo adotados “0” e “(b—1)",
respectivamente. Portanto, uma metade dos b" possiveis padrdes de digitos é usada para
representar os nimeros positivos e o zero, enquanto a outra metade pode ser usada para
representar niimeros negativos.

Para os valores nao negativos, a associagao entre nimeros e padroes de digitos é a
mesma utilizada anteriormente, adotando-se o digito mais significativo com valor “0” para
representar o sinal “+”.

Por exemplo, para b =2 e N =4, o valor V. = (+6);¢ é representado por V. = (0110)s.
Isso é ilustrado na Figura 9.6.

Por outro lado, para os valores negativos, trés outros tipos de associagao sao comumente
empregados, onde os valores bindrios originais sao recodificados.

Na codificagao denominada de Sinal-e-Magnitude, a associacao entre niimeros negativos
e padroes de digitos é a mesma utilizada anteriormente, adotando-se o digito mais signi-
ficativo com valor “(b — 1)”, para representar o sinal “—".

Por exemplo, para b = 2 e N = 4, o valor V. = (—6);9 é representado por (V_)gy =

(1110),. Isso é ilustrado na Figura 9.7.

Nas codificages denominadas de complementares, um valor negativo (V. = —|V]) é
representado por seu valor complementar (Vi) em relagao a um determinado valor positivo
de referéncia (Vg), de tal forma que Vo = (Vg — |V]).
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e Da mesma forma, o negativo de um valor negativo (V, = —V_ = |V|)) é representado
por seu valor complementar (V) em relagdo ao valor de referéncia (Vg), de tal forma que
Vi=Vr—=Vo)=[Va—(Vr—|V])] =1VI.

e Comumente, utilizam-se duas codificagbes complementares, que sao:

— Complemento a base diminuida (b — 1) ou Diminished Radiz Complement ou
(b-1)s’ Complement.
Exemplo 1: Complemento-aos-9 ou Complemento-a-9 ou nines’ Complement.
Exemplo 2: Complemento-aos-1 ou Complemento-a-1 ou ones’ Complement.

— Complemento a base (b) ou Radiz Complement ou b’s Complement.
Exemplo 1: Complemento-a-10 ou ten’s Complement.
Exemplo 2: Complemento-a-2 ou two’s Complement.

e Na codificagdo denominada de Complemento & base diminuida (b—1), o valor de referéncia
Vrq € igual ao maior valor representéavel, de tal forma que Vzg = (b — 1).
Por exemplo, para b = 2 e N = 4, o valor V_ = —(6);9 = —(0110), é representado pelo
valor complementar Voy = (Vg — |[V_|) = (15— 6)190 = (9)10 = (1111 — 0110)2 = (1001)s.
Isso ¢ ilustrado na Figura 9.8.

e Na codificacdo denominada de Complemento & base (b), o valor de referéncia Vg, é o valor
seguinte ao maior valor representavel, de tal forma que Vg, = (Vzg + 1) = (bY).
Por exemplo, para b = 2 e N = 4, o valor V. = —(6);9 = —(0110), é representado pelo
valor complementar Vog = (Vga—|V_|) = (16—6)10 = (10)10 = (10000—0110)5 = (1010)5.
Isso ¢ ilustrado na Figura 9.9.

e Para uma melhor comparacao entre elas, todas as codificagdes sao reunidas na Figura 9.10.

Comentarios sobre as operagoes

e A partir das definigoes apresentadas para as codificagoes complementares acima, deve-se
notar que uma das representagoes pode ser convertida na outra pela simples adi¢cao ou
subtracao da unidade.

Por exemplo, para b =2e N =4, o valor V_ = —(6);9 = —(0110)5 pode ser representado
por Vep = (1001)s ou por Vg = (Vior + 1) = (1010)s.

e Para o caso de b = 2, no Complemento-a-1, o valor de referéncia utilizado na subtracao,
dado por Vg = (2¥ —1) = (11---11)s, faz com que, na prética, todos os digitos do valor
a ser complementado sejam trocados de “0” para “17 e vice-versa.
Por exemplo, para b=2e N = 4, o valor V. = —(6)19p = —(0110), é representado pelo
valor complementar Vo = (Vg — [V_|) = (15 — ) =(9)10 = (1111 — 0110)5 = (1001)s.

e Para o caso de b = 2, no Complemento-a-2, o valor de referéncia utilizado na subtracao,
dado por Ve = 2 = (100 - - - 00),, produz trés efeitos distintos sobre os digitos do valor
a ser complementado. Os digitos “0” menos significativos nao sao alterados. O digito
“1” menos significativo também nao é alterado. Os demais digitos, a partir do digito “1”
menos significativo, sao trocados de “0” para “1” e vice-versa.
Por exemplo, para b = 2 e N = 4, o valor V. = —(6)19 = —(0110), é representado pelo
valor complementar Vg = (Vgo—|V_|) = (16—6)10 = (10)10 = (10000—0110)5 = (1010)5.
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Comentarios sobre a nomenclatura

e Uma vez que as codificagoes complementares sao geradas pelo complemento do valor a

uma referéncia, e esta depende do nimero de digitos N, é razoavel pensar que as suas
denominacoes deveriam mudar para cada valor de N. Nesse sentido, pensando na operagao
executada sobre o valor, as denominacoes Complemento & 2(=D e Complemento & 2°
poderiam parecer mais adequadas. Porém, pensando na operaciao executada sobre cada
digito, eles sao complementados em relagdo ao nimeros “(b—1)”, no Complemento a base
diminuida, e “0” (que deve ser interpretado como “10” ou b), no Complemento a base.
Assim, os nomes originais passam a fazer sentido.

Por exemplo, para b = 2 e N = 4, o valor V. = —(6);0 = —(0110)y é representado
pelo valor complementar Viy = (Vg — |[V_|) = (1111 — 0110)3 = (1001)5. ou pelo valor
complementar Vo = (Vge — [V_|) = (10000 — 0110)5 = (1010)s.

No caso do Complemento & base (b), pode-se pensar em uma versao escalada por b 1 de
todos os niimeros envolvidos, o que nao altera a codificagao. Nesse caso, obtém-se versoes
escaladas dos valores, dadas por V' < 1 e uma versao escalada da propria referéncia, dada
por Vg, = (b™ /bN~1) = b. Dessa forma, novamente pode-se pensar em manter um tinico
nome, independente de N e do valor de referéncia.

Por exemplo, para b =2 e N = 4, o valor V. = —(6);9 = —(0110)5 é representado pelo
valor complementar Vg = (Vrig — |V2]) = (16. — 6.)10 = (10.)19 = (1010.)2. Mas, se
for considerado o fator de escala 2¥~! = 8, o valor de referéncia passa a ser Vg /8 =
16/8 = 2 = Vpgy, enquanto o valor complementar de V_ passa a ser Voo = Vergs =
(Vrieys—|V-/8|) = (Vra—|V_/8|) = (16/8—6/8)19 = (2.00—0.75)19 = (1.25)19 = (1.010)s,.
Portanto, a menos da semantica quantitativa, ambas as codificagoes conduzem a uma
sintaxe similar, baseada no padrao binario “1010”, podendo ser chamadas unicamente de
Complemento-a-2 ou two’s Complement.

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Figura 9.5: Mapeamento decimal-binario para nimeros nao negativos e N = 4, sem sinal.

@ ©

\ ~ ] \
\ -1 !

0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Figura 9.6: Mapeamento decimal-binario para niimeros nao negativos e N = 4, com sinal.

AS.V.



9.2. Sistema de numeragao posicional convencional

139

| @ ©

0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 o -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Figura 9.7: Mapeamento decimal-binario para ntimeros negativos e N = 4, com codificacao

Sinal-e-Magnitude.

‘ S ©

0O +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Figura 9.8: Mapeamento decimal-binario para nimeros negativos e N = 4, com codificacao

Complemento-a-1.

‘ ® ©

0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 -8 -7 -6

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

-5 -4 -3 -2 -1 0

Figura 9.9: Mapeamento decimal-binario para nimeros negativos e N = 4, com codificacao
Complemento-a-2.
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-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7

0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Figura 9.10: Comparacao dos mapeamentos decimal-binario para niimeros negativos e N = 4.
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Codificagao Sinal-e-magnitude

e Assim como na representacido para uso humano, o digito de sinal dy_1 = sy_1 = 0 ou
(b — 1) pode ser interpretado como um operador unario ou como um digito sem peso
numeérico, que indica apenas o valor do sinal.

Os demais digitos representam um valor numérico positivo.

e A representagao possui dois padroes bindrios para o valor numérico nulo: +(0) e —(0).

A Equagao (9.9) apresenta uma interpretagdo numérica da representagao, para b = 2.

Um exemplo ¢é apresentado na Tabela 9.1, para b=2¢e¢ N = 4.

<QI)2 - [0/1 dN—2 e d2d1d0]2 - [SN—ldN—Z e d2d1d0]2
= (1) x [(dyoz X 2V e (dp X 2%) 4 (dy x 2') + (do x 2°)]

= (=1 x (NZQde’“) (9.9)
k=0

’ Binario \ Decimal \ Interpretacao ‘
0111 7 (+1) - (7)
0110 6 (+1) - (6)
0)j1]0(1 ) (+1) - (5)
0)1]010 4 (+1) - (4)
00|11 3 (+1) - (3)
04010 2 (+1) - (2)
0001 1 (+1) - (1)
0110]0/0 0 (+1) - (0)
1{010]0 0 (—1)-(0)
110{0]1 —1 (—=1)-(1)
110]11]0 -2 (—1)-(2)
11011 -3 (—=1)-(3)
1{1/0]0 —4 (—=1)-(4)
1]1{0]1 ) (—=1)-(5)
111]1]0 —6 (—=1)-(6)
1111 -7 (—=1)-(7)

Tabela 9.1: Tabela de sinal-e-magnitude, para niamero inteiros, b =2 e N = 4.
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Codificacao Complemento a base diminuida

e Para quantidades positivas, a codificagao é sinal-e-magnitude, onde dy_1; = sy_1 = 0.

e Para quantidades negativas, a codificagdo é dy_1 = sy_1 = (b — 1) e os demais digitos
sao recodificados.

e A representacdo possui dois padrdes bindrios para o valor numérico nulo: +(0) e —(0).

e Interpretacao 1:

Técnica: um valor positivo adequado ¢ adicionado ao niimero negativo, de tal forma
que o resultado seja positivo e que o digito de sinal passe de 0 para (b — 1).

O numero negativo é representado como o complemento do seu valor absoluto em
relagdo a um maédulo, cujo valor é a menor poténcia (inteira e positiva) da base que
¢ maior do que a representacao do valor absoluto a ser representado, reduzida de
uma unidade.

Para (q;_), representada por um vetor de N digitos: —|z| <> x¢ = (bN - 1) —|z|.

As Equagoes (9.10) e (9.11) apresentam uma interpretacao numérica da represen-
tacao, para b = 2.

N-—1
(qr-)2 = —|z] = — (Z dk2’“> = —[dy_1dn_2- - dido)y = — [0 dn_o - - - drdy), (9.10)
k=0

v = (2V-1)—lzf = (2V-1)- (gdﬁk)

= 1111, — [0dya--didg]y = [Ldy_y---didy) (9.11)

e Interpretagio 2 (para b = 2):

(q1+)2

O digito de sinal tem peso negativo: wy_; = [—(2¥71 —1)].

Os demais digitos representam um valor numérico positivo que, somado ao valor
negativo do digito de sinal, fornece o valor negativo desejado.

As Equagoes (9.12) e (9.13) apresentam uma interpretacdo numérica da represen-
tagdo, para b = 2.

- [0 dN—2 e deldO]Z
= [SNfl dy—g - d2d1d0]2
= SN-1° [—(2N_1 — 1)] + [(dN—Z X 2N_2> R (dg X 22) + (dl X 21) + (do X 20)]

= sy_p- [N 1))+ (Ni dk2k> (9.12)
k=0

[1dy - dydydply

= [33\7—1 9\7—2 o 'dédlldé)b

= Sy [T = DI+ (A x 2777) e (dy x 2%) + (dy x 20) + (dp x 27)]

— e -0 (X ) (019
k=0
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e Um exemplo é apresentado na Tabela 9.2, para b=2e N = 4.

e Para a base b = 2, pode-se definir o seguinte algoritmo para a conversao entre as repre-
sentacoes de quantidades positivas e negativas, em complemento-a-1:

— Dada uma representacao numeérica, em complemento-a-1, para se obter sua repre-
sentagdo complementar basta que se troque os numerais 0 por 1 e que se troque os
numerais 1 por 0.

’ Binario ‘ Decimal ‘ Interpretacao 1 ‘ Interpretagao 2 ‘
o111 7 (0)+(7) (0)+(7)
0111110 6 (0) + (6) (0) + (6)
o101 5 )+ (5) )+ (5)
0111010 4 (0) + (4) (0) + (4)
010111 3 (0) +(3) (0) +(3)
0101110 2 (0)+(2) (0)+(2)
0001 1 (0) + (1) (0) + (1)
0101010 0 (0) + (0) (0) + (0)
1111 0 (15) — (0) (=7)+(7)
111]1]0 —1 (15) — (1) (—7)+ (6)
11101 -2 (15) — (2) (=7)+ (5)
111(0]0 -3 (15) — (3) (—=7)+ (4)
1011 —4 (15) — (4) (=7)+(3)
1170](1]0 -5 (15) — (5) (—=7)+ (2)
1001 —6 (15) — (6) (—=7)+ (1)
1170(0]0 -7 (15) — (7) (=7)+ (0)

Tabela 9.2: Tabela de complemento-a-1, para nimero inteiros, b =2 e N = 4.
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Codificacao Complemento a base

e Para quantidades positivas, a codificagao é sinal-e-magnitude, onde dy_1; = sy_1 = 0.

e Para quantidades negativas, a codificagdo é dy_1 = sy_1 = (b — 1) e os demais digitos

sdo recodificados.

e A representagdo possui apenas um padrao binario para o valor numérico nulo: 0.

e Interpretacao 1:

— Técnica: um valor positivo adequado é adicionado ao niimero negativo, de tal forma
que o resultado seja positivo e que o digito de sinal passe de 0 para (b — 1).

— O ntmero negativo é representado como o complemento do seu valor absoluto em
relagdo a um maédulo, cujo valor é a menor poténcia (inteira e positiva) da base que
é maior do que a representacao do valor absoluto a ser representado.

Para (g;_), representada por um vetor de N digitos: —|z| <> x¢ = b — |z|.

— As Equagoes (9.14) e (9.15) apresentam uma interpretacdo numérica da represen-

tagao, para b = 2.

(qr-)2 = —|z| = (Z dk2k> —ldy_1dy—2---didgly = — [0 dy—z- -

dido),  (9.14)

Tog = 2N — |z =2V — (Z d,g’“) [100---00], — [0dys---dido], = [1 diy_y -~ didg]

e Interpretagao 2 (para b = 2):

— O digito de sinal tem peso negativo: wy_; = (=2V71).

(9.15)

— Os demais digitos representam um valor numérico positivo que, somado ao valor

negativo do digito de sinal, fornece o valor negativo desejado.

— As Equagoes (9.16) e (9.17) apresentam uma interpretagdo numérica da represen-

tacao, para b = 2.

(C]I+>2 = [0 dyn_g--- d2d1d0]2
= [SNfl dn_g--- d2d1d0]2

= sy [V [(dyvoz x 2V 4o (do x 2%) 4 (di x 21) 4 (do x 2%))]

= sy_1-[-(2V7) (Z dk2k>

(g-)2 = [1dy_y---dydidyls
= [S/N—l /N—2 T dl2d/1d/]

(9.16)

= Sy [V [(dy g x 2872 4 4 (dh x 2%) + (d) x 2") + (dfy x 2°)]

= sy [N (Z d’2k>

e Um exemplo é apresentado na Tabela 9.3, para b=2e N = 4.

(9.17)
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e Para a base b = 2, podem-se definir os seguintes algoritmos para a conversao entre as
representacoes de quantidades positivas e negativas, em complemento-a-2:

— Algoritmo 1: Dada uma representacao numérica, em complemento-a-2, para obter-se
a sua representacao complementar basta: i) que se troquem os numerais 0 por 1 e
que se troquem os numerais 1 por 0 (complemento-a-1) e, em seguida, ii) que seja
adicionado o valor 1 ao digito menos significativo (Least Significant Bit ou LSB).

— Algoritmo 2: Dada uma representagao numérica, em complemento-a-2, para obter-se
a sua representacao complementar deve-se realizar uma busca a partir do digito
menos significativo (LSB). Durante a busca, os numerais 0 menos significativos nao
serao modificados até que seja encontrado o primeiro numeral 1, que também nao
serda modificado. A partir deste ponto, basta que se troquem os numerais 0 por 1 e
que se troquem os numerais 1 por 0.

— Uma vez que ele trabalha com adi¢do, o primeiro algoritmo é mais adequado para
ambientes onde ja se dispoe de um circuito somador.

— Por sua vez, dado que ele envolve um processo de varredura, o segundo algoritmo ¢é
mais recomendado quando se deseja implementar um simples bloco funcional para
realizar a complementagao.

— Nessa codificagao, o valor mais negativo representavel é dado por (—2¥~1). Por sua
vez, o valor mais positivo representavel é dado por (2¥~! —1). Assim, dado que o
valor mais negativo nao possui um valor positivo equivalente, a sua conversao para
um valor positivo deve ser tratada como uma situagao de “overflow”. Nesse caso,
tal situagao deve ser detectada e, em seguida, o valor positivo deve ser saturado no
maior valor representavel.

’ Binario \ Decimal \ Interpretacao 1 \ Interpretagao 2 ‘
Of1 )11 7 (0) +(7) (0) +(7)
011110 6 (0) + (6) (0) + (6)
011101 5 (0) + (5) (0) + (5)
01100 4 (0) + (4) (0) + (4)
o011 3 0) + (3) 0) + (3)
0101110 2 (0)+(2) (0)+(2)
0j0[0]|1 1 (0)+ (1) (0) + (1)
0101010 0 (0) + (0) (0) + (0)
11]1]1 -1 (16) — (1) (—8) + (7)
1{111]0 -2 (16) — (2) (—8) + (6)
11101 -3 (16) — (3) (—8) + (5)
111(0]0 —4 (16) — (4) (—8) + (4)
1011 -5 (16) — (5) (—8) + (3)
1170]1]0 —6 (16) — (6) (—8) + (2)
10]0]1 -7 (16) — (7) (—8) + (1)
1170[0]0 -8 (16) — (8) (—8) + (0)

Tabela 9.3: Tabela de complemento-a-2, para niimero inteiros, b =2 e N = 4.
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9.2.4 Representagcao de nimeros fracionarios negativos

e O equacionamento utilizado para a representacao de ntimeros inteiros negativos pode ser
aproveitado para niimeros negativos puramente fracionarios.

e Uma quantidade puramente fracionaria xr pode ser obtida através da multiplicacao de
uma quantidade inteira z; por um fator de escala F'E adequado (zp = FE - zj).

e Assim, para aproveitar o equacionamento anterior, basta utilizar um escalamento.

e Cabe ressaltar que, em circuitos digitais que manipulam ndmeros bindrios e que uti-
lizam uma posicao fixa para o separador das partes inteira e fraciondria (aritmética de
ponto fixo), é comum que se interprete todas as grandezas como ntmeros puramente
fracionarios 0 < |zrp| < 1, codificados em complemento-a-2. Nesse caso, o separador
encontra-se (virtualmente) entre o digito de sinal (sy_1) e os demais N — 1 digitos que
representam a quantidade numérica. Partindo-se das Equagoes (9.14) e (9.15), nao é
dificil demonstrar a seguinte equivaléncia: —|zp| <> (p)ce = 2 — |xp|. Finalmente,
partindo-se das Equacgoes (9.16) e (9.17), ndo é dificil demonstrar a seguinte notagao:

(xp)c2 = —sn—1 + (z{j;f d,k2_’“).

e A titulo de exemplo, as Tabelas 9.1 a 9.3, que representam nimeros inteiros, sao trans-
formadas nas Tabelas 9.4 a 9.6, para nimeros puramente fracionarios, através do fator de
escala FE =2 (N-1) =273 — g1,

e Comparando-se os conteidos das Tabelas 9.1 a 9.6, destaca-se mais uma vez o fato de
que um mesmo padrao de digitos pode ser interpretado de diversas formas diferentes,
dependendo do sistema de numeracao, da forma de codificacao e da posi¢ao do separador
fracionario utilizados.

’ Binario \ Decimal \ Interpretacao ‘
o111 0.875 | (+1) - (0.875)
Of111]0 0.750 | (+1) - (0.750)
01101 0.625 | (+1) - (0.625)
011010 0.500 | (+1) - (0.500)
001111 0.375 | (+1) - (0.375)
O(011]0 0.250 | (+1) - (0.250)
010101 0.125 | (+1) - (0.125)
001010 0.000 | (+1) - (0.000)
10]0]0 0.000 | (—1) - (0.000)
110|0]1]| —0.125] (—=1)-(0.125)
10|1]0] —0.250 | (—1)-(0.250)
10| 1]1] —0375 ]| (=1)-(0.375)
11]0[0] —=0.500 | (=1)-(0.500)
L1]0[1] —0.625]| (—1)-(0.625)
1|1]1]0| —0.750 | (=1)-(0.750)
11|11 —0875 | (—=1)-(0.875)

Tabela 9.4: Tabela de sinal-e-magnitude, para nimeros puramente fracionéarios, b =2 e N = 4.

AS.V.



9.2. Sistema de numeragao posicional convencional

147

Binario \ Decimal \ Interpretacao 1 \ Interpretagao 2 ‘
o111 0.875 | (0.000) + (0.875) (0.000) + (0.875)
o110 0.750 | (0.000) + (0.750) (0.000) + (0.750)
01101 0.625 | (0.000) + (0.625) (0.000) + (0.625)
0l1{0/0 0.500 | (0.000) + (0.500) (0.000) + (0.500)
00111 0.375 | (0.000) + (0.375) (0.000) + (0.375)
001110 0.250 | (0.000) + (0.250) (0.000) 4 (0.250)
010101 0.125 | (0.000) + (0.125) (0.000) + (0.125)
010{0|0 0.000 | (0.000) + (0.000) (0.000) + (0.000)
11111 0.000 | (1.875) — (0.000) | (—0.875) + (0.875)
111]0| —0.125| (1.875) — (0.125) | (—0.875) 4 (0.750)
11]0]1] —0.250 | (1.875) — (0.250) | (—0.875) 4 (0.625)
11/0]0] —0.375| (1.875) — (0.375) | (—0.875) 4 (0.500)
10| 11] —0.500 | (1.875) — (0.500) | (—0.875) + (0.375)
1J0|1[0]| —0.625 (1.875) — (0.625) | (—0.875) + (0.250)
100 1] —0.750 | (1.875) — (0.750) | (—0.875) 4 (0.125)
10[0]0| —0.875| (1.875) — (0.875) | (—0.875) 4 (0.000)

Tabela 9.5: Tabela de complemento-a-1, para nimeros puramente fracionéarios, b =2 e N = 4.

Binario ‘ Decimal ‘ Interpretacao 1 ‘ Interpretagao 2 ‘
o111 0.875 (0) + (0.875) (0) 4 (0.875)
0111110 0.750 (0) 4 (0.750) (0) 4 (0.750)
011101 0.625 (0) + (0.625) (0) + (0.625)
0111010 0.500 (0) 4+ (0.500) (0) 4+ (0.500)
010111 0.375 (0) 4 (0.375) (0) + (0.375)
0101110 0.250 (0) + (0.250) (0) 4 (0.250)
010101 0.125 (0) 4 (0.125) (0) 4 (0.125)
0101010 0.000 (0) 4 (0.000) (0) 4 (0.000)
{111 —0.125 (2) — (0.125) | (—1) + (0.875)
1{1/1]0| —0.250 (2) = (0.250) | (—1) + (0.750)
{1101 —0.375 (2) — (0.375) | (—1)+ (0.625)
111{0]0| —0.500 (2) — (0.500) | (—1)+ (0.500)
10|11 —0.625 (2) — (0.625) | (—1)+ (0.375)
110{1]0| —0.750 (2) — (0.750) | (—1) + (0.250)
110{0]1| —0.875 (2) — (0.875) | (—1)+ (0.125)
110{0]0| —1.000 (2) — (1.000) | (—1) 4+ (0.000)

Tabela 9.6: Tabela de complemento-a-2, para nimeros puramente fracionarios, b =2 e N = 4.
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9.2.5 Conversao entre bases

A seguir, sao consideradas as conversoes de niimeros nao negativos (inteiros e puramente
fracionérios).

Numeros nao negativos e inteiros

A conversdo da base s para a base t é o processo onde, conhecendo-se os digitos d, da
Equagao (9.18), deseja-se encontrar os digitos d; da Equagao (9.19). Considerando-se todas
as quantidades expressas na base s, podem-se definir as rela¢oes expressas na Equacao (9.20).
Assim, para que se encontrem os digitos d;, basta que se realizem divisoes sucessivas do divi-
dendo N; pelo divisor ¢, gerando-se o quociente N;. e o resto d;, e que, no final, os restos sejam
posicionados na ordem adequada. Uma vez que o niimero de digitos d; é finito, é garantido que
o algoritmo tera um ntmero finito de passos.

(Q)s = [di] o dlldé)]s = (N(J)s . (918>

(@) = [dk - - drdo)y - (9.19)

N, = (detK+~~+d2><t2+d1><t1+d0><t0)
(detK_1+---+d2><t1+d1><t0) ><t+(d0><t0>

= N1Xt+d0
N1 = (dKXtK_l—l—---—l—dg><t1—|—d1><t0)
(dKXtK_2+'-'+d2XtO)Xt+(d1Xt0)
NQXt+d1

NKfl = (dK X tl + dK,1 X to)

= (dK) X1+ (d}(,l X to)
Ng xt+dg—

Ng = dg. (9.20)
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Numeros nao negativos e puramente fracionarios

A conversao da base s para a base t é o processo onde, conhecendo-se os digitos d; da
Equacao (9.21), deseja-se encontrar os digitos d; da Equacao (9.22). Considerando-se todas
as quantidades expressas na base s, podem-se definir as relagoes expressas na Equagao (9.23).
Assim, para que se encontrem os digitos d;, basta que se realizem multiplicagoes sucessivas do
multiplicando puramente fracionario N; pelo multiplicador ¢, gerando-se o resultado N;_1, que
contém d; como parte inteira, e que, no final, os restos sejam posicionados na ordem adequada.
Uma vez que nao se pode garantir que o niimero de digitos d; sera finito, deve-se estabelecer
um numero maximo de passos para garantir que o algoritmo tera um término.

(Q)s = [dlfldLQ e dLJ]s = (N—l)s . (921)

(q): = [d1d—2---d ks . (9.22)

N xt = (d_1><t_1+d_2><t_2+d_3><t_3+---+d_K><t_K) X t
(d,l xto) + (d,g Xt v bd g xt 24+ +dg xt’K“)

d_y +N_,
Nooxt = (d,2 xt ' bdaxt 24 +d g xt’K“) x t
(d_2 X to) + (d_3 Xt 4 dg X t‘K+2)
d_g+ N_3
N g xt = (d_K+1 XtV +d g x t‘2) X t
(d—K—H X to) + (d_K X t_l)
d_gi1+ N_g

N g xt = (d_K xt—l) X

= (d,K X to)
= d_g (9.23)

TET / UFF



150 Capitulo 9. Sistemas de numerac¢ao

9.2.6 Bases mais comuns em circuitos digitais

A notagdo em base b = 2 é a mais adequada para lidar com a implementacao de circuitos
digitais baseados em sistemas binarios. Porém, dada uma base de valor reduzido, a represen-
tacao terd um numero elevado de digitos. Para o uso humano, quanto maior ¢ o niimero de
digitos, mais trabalhoso é a sua interpretagao e a sua manipulagao. Assim, a fim de simplificar
a representacao, duas bases sao muito utilizadas: octal e hexadecimal. A base octal emprega
b = 8 e digitos d; € S = {0,1,2,--- ,7}. Por sua vez, a base hexadecimal emprega b = 16 e
digitos d; € S = {0,1,2,--- 9, A, B, ..., F'}. Supondo-se ntimeros nao negativos e inteiros, as
Equacoes (9.24) a (9.26) ilustram as notagoes nas trés bases.

(qr)2 = (dy x 27) + -+ (dy x 2%) + (dy x 2") + (dy x 2°) . (9.24)
(qr)s = (dhe x 8%) 4+ (dy x 8%) + (d; x 8") + (dy x 8°) . (9.25)
(q1)16 = (df x 16%) 4 - + (dy x 16%) + (d} x 16) + (dj x 16°) . (9.26)

As bases bindria, octal e hexadecimal sdo comumente utilizadas em conjunto, devido a
facilidade de conversao entre as trés bases. As Equagoes (9.27) a (9.31) ilustram a relagao entre
as bases bindria e octal.

dy x 27) 4 (dyoy x 2771 4 (dyp x 277%) - 4

d5 X 25) + (d4 X 24) (dg X 23>

dy x 22) + (dy x 21) + (do x 2%)

(dy x 2%) + (dy_1 x 2') + (dj_o ¥ 20)} x 2772 4 4

(ds x 2%) + (dg x 21) + (d3 x 2°)| x 2° +

(dp x 22) + (dy x 2") + (do x 2°)] x 2°

dre x 85) -+ (d) x 8') + (d}) x 8°)

ar)s - (9.27)

(qr)2 =

J—2=3K . (9.28)
[dadidola = [dy)s - (9.29)
[dsdyds]y = [di]s - (9.30)

[dydyrdys]z = [di]s - (9.31)
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As Equacoes (9.32) a (9.36) ilustram a relacao entre as bases bindria e hexadecimal.

dy % 27) 4 (dyy x 277 4 (dyy x 2772+ (dyg x 2773) + -
dr x 27) + (dg x 2%) 4 (ds x 2°) + (dy x 2*) +

d3 X 2 ) (dg X 22) (dl X 21) + (do X 20)

dJ X 23 (dJ—l X 22) + (dJ_Q X 21) + (dJ_3 X 20)} X 2J_3 —+ -4
dr x 2%) + (dg x 2%) + (d5 x 2') + (ds x 2°)| x 2' +

dy x 2%) + (dy x 22) + (dy x 2") + (dg X 20)} x 20

(QI)2 =

~—~ o~

= (d] x 16%) + -+ (d] x 16") + (dj x 16°)
= (ar)6 - (9.32)
J—3=4L. (9.33)
[d3d2d1d0]2 - [dg]lﬁ . (934)
[drdsdsdy]y = [d] 16 - (9.35)
{d]djfld(],gdjfg]g - [d/[//]16 . (936)

As Equagoes (9.37) a (9.41) ilustram a relacdo entre as bases octal e hexadecimal.

x 88Y 4 (df | x 857N 4o
X 83) (dy x 8%) +
) + (dy x 8°)
+ (dy_, ><80)} x 8K g

(qr)s =

(A
(
(
|
|
|
(
(

(di
(d’ x 81) + (d) x 80)+} x 8 +
(dy x 8 + (df) x 80)} x 8°
= (d} x 16Y) + -+ (df x 16) + (dj x 16%)
= (ar)s - (9.37)
K—1=2L. (9.38)
[dydyls = [dglie - (9.39)
[dids)s = [dY]6 - (9.40)
[dydg_1]2 = [d] )16 - (9.41)

Embora todas as equacoes tenham sido definidas para niimeros nao negativos e inteiros, nao
¢ dificil mostrar que as relagoes se mantém para nimeros nao negativos e fracionérios.
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9.3 Quantizacao

9.3.1 Conceitos basicos

Quantizar significa representar, através de uma aproximacao, uma faixa continua de valores
originais por uma faixa discreta de valores correspondentes. Na representacao discreta de
valores continuos, o intervalo minimo de representacao é denominado de resolucao.

Todo sistema fisico de medi¢do possui um intervalo minimo de medida (resolugao da me-
dida). Por outro lado, todo sistema de numeragao possui um intervalo minimo de representacao
das quantidades numéricas (resolugdo da representagao). Logo, toda medida, bem como a sua
respectiva representacao, possuem um grau intrinseco de aproximagao.

Conseqiientemente, toda representacao discreta de valores continuos apresenta um erro,
intrinsicamente ligado a sua medida e/ou a sua representacao, denominado erro de quantizagao.

9.3.2 SNPC: resolucao, base e quantidade de digitos

A resolucdo de um SNPC esta diretamente ligada com a sua base e com a quantidade de
digitos utilizados na representagdo numeérica.

Uma medida da resolugao pode ser obtida por meio da quantidade de niveis representaveis.
Pensando-se em uma representacao de valores inteiros, percebe-se que, a cada digito adicionado
na representacao, a quantidade de niveis é multiplicada pelo valor da base. A Tabela 9.7
apresenta alguns valores de niveis em um SNPC, em fun¢do do nimero de digitos empregados,
para as bases b =2 e b = 10.

Ntmero Padrao Niveis Niveis
de digitos inteiro (b =2) (b = 10)
1 dyg |2V =2 | 10' =10
2 dldo 22 - 4 102 - ].00
3 d2d1d0 23 - 8 103 - 1000
4 d3d2d1d0 24 =16 104 = 10000
5) dadsdadidy | 2° = 32 | 10° = 100000
6 dsdydsdadidy | 2° = 64 | 10° = 1000000

Tabela 9.7: Alguns valores de niveis em um SNPC, em fun¢do do nimero de digitos empregados,
para as bases b =2 e b = 10.

Por sua vez, a resolu¢gao numérica também pode ser empregada como forma de medida da
resolucao. Pensando-se em uma representacao de valores fracionarios, percebe-se que, a cada
digito adicionado na representacao, a resolucao numérica é multiplicada pelo valor da base. A
Tabela 9.8 apresenta alguns valores de resolu¢do numérica em um SNPC, em funcao do ntimero
de digitos empregados, para as bases b = 2 e b = 10.

A partir dessas duas abordagens, pode-se concluir que, quanto maior for o valor da base,
maior serda o aumento da resolucao, para cada digito adicionado na representacao.
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Ntmero Padrao Resolugao Resolucao
de digitos | fracionério (b=2) (b = 10)
1 d_q =25 107t =11
0d_4 =25 1072 = .01
00d_3 > =.125 1073 = .001

.0000d_5 =.03125 | 107° = .00001
.00000d _g =.015625 | 107° = .000001

2 1
2 2
2 3
.000d_4 274 = .0625 10~* = .0001
2 5
2 6

S| O | W DO

Tabela 9.8: Alguns valores de resolu¢ao numérica em um SNPC, em funcao do nimero de
digitos empregados, para as bases b =2 e b = 10.

Para uma determinada base, a inica forma de se aumentar a resolugao ¢ aumentar o niimero
de digitos utilizados na representagao. Porém, como ja observado acima, para bases de pequeno
valor o aumento da resolucdo com o aumento de digitos também é pequeno. Com isso, pode
ser necessaria uma quantidade de digitos indesejada ou ainda invidavel. A Tabela 9.9 mostra
o efeito do pequeno aumento da resolu¢do numérica em um SNPC, em func¢ao do nimero de
digitos empregados, para a base b = 2.

Numero Padrao Resolucao
de digitos fracionario (b =2)
1 d_q 271 =15
2 .0d_o 272 =25
3 .00d_3 273 =125
4 .000d_4 274 = .0625
5 .0000d_5 275 =.03125
6 .00000d _g 276 = 015625
7 .000000d _7 277 = .0078125
8 .0000000d _g 278 = .00390625
9 .00000000d _g 279 = .001953125
10 .000000000d_1o | 271% = .0009765625

Tabela 9.9: Efeito do pequeno aumento da resolugdo numérica em um SNPC, em funcao do
numero de digitos empregados, para a base b = 2.

A titulo de exemplo, os nimeros (.93750);9 = (.11110)5 e (.96875)19 = (.11111)5 podem ser
representados com 5 bits. Porém, para que se represente o ntimero (.94200);¢ sdo necessarios
53 bits. Alternativamente, pode-se representa-lo das seguintes formas:

e Com 5 bits, onde (.94200)19 ~ (.11110),, gerando um erro relativo de e, = .48 %.
e Com 8 bits, onde (.94200)19 ~ (.11110001),, gerando um erro relativo de e, = .06 %.
e Com 11 bits, onde (.94200);9 =~ (.11110001001),, gerando um erro relativo de e, = .01 %.

Para aumentar a resolugao sem alterar a base e sem aumentar excessivamente a quantidade
de digitos empregados na representacao, é comum que se abandone a codificagdo em ponto
fixo. A alternativa mais utilizada é a codificagdo denominada de ponto flutuante (floating-
point), definido pelo padrao IEEE 754.
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9.3.3 Classificagoes

Dependendo dos parametros considerados, a quantizagao pode assumir diversas clasificagoes.

Quanto a regularidade da discretizacao efetuada, a quantizagao pode ser classificada como:
uniforme e nao uniforme. Na quantizagdo uniforme é utilizado um intervalo de discretiza-
¢do unico. Na quantizagao nao uniforme sao empregados diversos intervalos de discretizacao
diferentes.

Quanto a aproximacgao adotada para o valor numérico, podem-se destacar trés tipos de
quantizagdo: truncamento, arredondamento e truncamento em magnitude. O truncamento
assume o simples abandono dos digitos menos significativos. Assim sendo, nao se pode garantir
que o valor final seja mais préoximo do valor original. Além disso, dependendo do cédigo utilizado
para representar a quantidade numérica, o médulo do valor original pode diminuir ou aumentar.
No arredondamento, é realizada uma andlise dos digitos menos significativos, de forma que o
valor final seja mais proximo do valor original. Em alguns sistemas digitais, é desejado que o
moédulo dos valores quantizados nunca seja aumentado. Dessa forma, realiza-se o denominado
truncamento em magnitude. Para alguns codigos, isso significa o simples truncamento do valor
original. Para outros, deve-se efetuar uma analise do valor original, de forma a garantir que
nao ocorra um aumento no seu modulo.

9.4 Cébdigos numéricos

9.4.1 Introducao

O uso de varidveis e valores booleanos para lidar (representar, armazenar, processar ou
transmitir) com itens multivalorados é comumente chamado de codificagao (coding ou encoding).
A cada um dos diferentes valores envolvidos é atribuida uma combinacao particular de valores
booleanos. Os padroes booleanos utilizados sdo denominados de palavras do c6digo (code
words) [ ]]. Alguns c6digos numéricos sdo apresentados a seguir.

9.4.2 C(Cébdigos numéricos comuns

Para representar os nimeros naturais, comumente sao empregados os seguintes codigos
numéricos: decimal, binario, octal e hexadecimal. Em esséncia, todos esses cddigos sao repre-
sentagoes dos nuimeros naturais em um SNPC, com uma determinada base. A relagdo entre
tais codigos é ilustrada na Tabela 9.10, para um cédigo binario com 4 bits.

O cbédigo binario também pode receber as seguintes denominacoes: binario posicional,
bindrio seqiiencial, binario convencional, binario comum, binario simples e binéario puro.

9.4.3 Outros cé6digos numéricos

Alguns outros codigos numéricos para nimeros naturais sao os seguintes:
e Gray.

e One-hot.

e Johnson.

A relacgao de tais codigos com os cddigos decimal e binario é ilustrada na Tabela 9.11, para um
c6digo binario com 4 bits.
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Decimal H Binério ‘ Octal ‘ Hexadecimal ‘

00 0000 00 0
01 0001 01 1
02 0010 02 2
03 0011 03 3
04 0100 04 4
05 0101 05 )
06 0110 06 6
07 0111 07 7
08 1000 10 8
09 1001 11 9
10 1010 12 A
11 1011 13 B
12 1100 14 C
13 1101 15 D
14 1110 16 B
15 1111 17 F

Tabela 9.10: Relagao entre os cédigos numéricos decimal, binario, octal e hexadecimal, para
um codigo bindrio com 4 bits.

Decimal H Binario \ Gray \ One-hot \ Johnson
00 0000 | 0000 | 0000000000000001 | 00000000
01 0001 | 0001 | 0000000000000010 | 10000000
02 0010 | 0011 | 0000000000000100 | 11000000
03 0011 | 0010 | 0000000000001000 | 11100000
04 0100 | 0110 | 0000000000010000 | 11110000
05 0101 | 0111 | 0000000000100000 | 11111000
06 0110 | 0101 | 0000000001000000 | 11111100
07 0111 | 0100 | 0000000010000000 | 11111110
08 1000 | 1100 | 0000000100000000 | 11111111
09 1001 | 1101 | 0000001000000000 | 01111111
10 1010 | 1111 | 0000010000000000 | 00111111
11 1011 | 1110 | 0000100000000000 | 00011111
12 1100 | 1010 | 0001000000000000 | 00001111
13 1101 | 1011 | 0010000000000000 | 00000111
14 1110 | 1001 | 0100000000000000 | 00000011
15 1111 | 1000 | 1000000000000000 | 00000001

Tabela 9.11: Relacao entre os codigos numéricos decimal, binario, Gray, One-hot e Johnson,
para um codigo bindrio com 4 bits.
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9.4.4 Cébdigos BCD

Na codificacao de nimeros decimais, ¢ comum que se utilizem padroes binarios para repre-
sentar separadamente cada digito decimal. Intimeras representagoes podem ser propostas e o
conjunto de todas elas é globalmente denominado de BCD (Binary-Coded Decimal ou Boolean-
Coded Decimal).

Alguns exemplos de codigos BCD muito empregados na pratica sdo os seguintes:
o 8421.

o FEzcess-3 (XS3).

e Mid-Gray-4 (parte central do cédigo Gray de 4 bits).

Os codigos 8421 e XS3 sdo muito usados em aritmética decimal. O codigo Mid-Gray-4 é
largamente utilizado em sensores de posicao. A relacao de tais cédigos com os digitos decimais
¢ ilustrada na Tabela 9.12.

’ Decimal H 8421 \ Excess-3 \ Mid-Gray-4 ‘

0 0000 0011 0010
1 0001 0100 0110
2 0010 0101 0111
3 0011 0110 0101
4 0100 0111 0100
) 0101 1000 1100
6 0110 1001 1101
7 0111 1010 1111
8 1000 1011 1110
9 1001 1100 1010

Tabela 9.12: Relagao entre os digitos decimais e os cédigos BCD 8421, Ezcess-3 e Mid-Gray-4.

Os cbédigos BCD nao possuem, necessariamente, uma representacao unica. A Tabela 9.13
apresenta diferentes versoes do cédigo numérico BCD 631(-1).

| Decimal || 631(-1) | 631(-1) |

0 0000 0000
1 0010 0010
2 0101 0101
3 0100 0100
4 0110 0110
5 1001 1001
6 1000 1011
7 1010 1010
8 1101 1101
9 1100 1111

Tabela 9.13: Diferentes versoes do c6digo numérico BCD 631(-1).
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Apesar de representarem apenas 10 valores diferentes, os cdédigos BCD nao sao compostos
necessariamente por 4 bits. A Tabela 9.14 apresenta os cédigos 2-out-of-5 e Biquinary, que sao
compostos por b e 7 bits, respectivamente.

Decimal || 2-out-of-5 | 2-out-of-5 | Biquinary | Biquinary
(50 43210) | (05 01234)

0 00011 00011 01 00001 10 10000
1 00101 00101 01 00010 | 10 01000
2 00110 01001 01 00100 | 10 00100
3 01001 10001 01 01000 | 10 00010
4 01010 00110 01 10000 | 10 00001
5 01100 01010 10 00001 | 01 10000
6 10001 10010 10 00010 | 01 01000
7 10010 01100 10 00100 | 01 00100
8 10100 10100 10 01000 | 01 00010
9 11000 11000 10 10000 | 01 00001

Tabela 9.14: Codigos numéricos BCD com mais de 4 bits: 2-out-of-5 e Biquinary.

De acordo com algumas caracteristicas apresentadas pelos codigos BCD, eles podem ser
classificados em:

e Codigo ponderado (weighted code): nessa classe de codigos, cada bit By, é associado a um
peso numérico wy. No caso geral, o valor numérico é calculado por

q=Cp+ Y wy By, (9.42)
k

onde Cp é a constante de polarizacao (bias) do cédigo.

e Cbdigo auto-complementado (self-complementing code): mnesse caso, a simples inversao
dos bits (complemento a 1) conduz & complementagao a 9 do valor numérico decimal
relativo ao padrao binario.

e Cdbdigo refletido (reflected code): para esses codigos, os padroes bindrios relativos aos
valores decimais 0 a 4 sdo refletidos em relacao aos dos valores 5 a 9, com exce¢ao de uma
das colunas de bits. Tais codigos podem ser complementados a 9 apenas pela inversao do
bit pertencente a coluna nao refletida.

e Cdbdigo de conta exata (ezact count code): em tais cddigos, cada padrao bindrio apresenta
a mesma quantidade de bits com valor booleano igual a “1”.

e Cbdigo de distancia unitaria (unit distance code): em tal classe, os padroes binérios
numericamente adjacentes diferem apenas em uma das colunas de bits.

Quando os codigos BCD sao empregados nos calculos da aritmética decimal, a codificagao
mais utilizada é o complemento a 10. Porém, dado que estao sendo realizados calculos numéri-
cos, o0 processo mais natural de complementacao a 10 é por meio da complementacao a 9,
seguida da adicdo de uma unidade ao resultado. Por isso, é interessante que um cédigo BCD
apresente simplicidade na sua complementacao a 9.
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Além daqueles ja apresentados, alguns outros codigos BCD ponderados sao reunidos na
Tabela 9.15. Por sua vez, exemplos de cdédigos BCD nao ponderados sao apresentados na

Tabela 9.16.

’])ecnnalH

7421 | 5421 | 5311 [ 4221 |

2421 | 2421

0

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0001

0001

0001

0001

0001

0001

0010

0010

0011

0010

0010

0010

0011

0011

0100

0011

0011

0011

0100

0100

0101

1000

0100

0100

0101

0101

1000

0111

0101

1011

0110

0110

1001

1100

0110

1100

1000

0111

1011

1101

0111

1101

1001

1011

1100

1110

1110

1110

O 00 | O U = | W DN —

1010

1100

1101

1111

1111

1111

Tabela 9.15: Outros cédigos numéricos BCD ponderados: 7421, 5421, 5311, 4221 e 2421.

I)echnalH

| I [ IO |

0

0000

1000

1001

0001

0011

1000

0010

0010

0101

0011

1011

0000

0100

0000

1100

1100

0100

0011

1011

1111

1111

1010

0110

1010

1001

0111

0111

OO0 || T = W[ N~

1000

1100

0110

Tabela 9.16: Exemplos de cdédigos numéricos BCD nao ponderados.
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9.5 Representacao em ponto flutuante

A seguir, é apresentada uma representacao denominada de ponto flutuante, normatizada
pelo padrao IEEE 754. Em seguida, é realizada uma breve comparacao entre a representacao
em ponto flutuante e a representacao em ponto fixo.

9.5.1 O padrao de ponto flutuante IEEE 754

O padrao IEEE 754 define uma representacdo numérica denominada de ponto flutuante,
contendo os seguintes elementos:

e S : bit de sinal, onde S=0 para um valor positivo e S=1 para um valor negativo.

e [ : expoente relativo ou deslocado, que é representado por meio de um numero inteiro,
com X bits. O expoente efetivo e é calculado por e = (E — V), onde V = [2(X~1 —1].

e | : valor puramente fracionario, que é representado com R bits.
e ( : a quantidade a ser representada, calculada a partir de S, F e E.

A quantidade ¢ é representada em notacao cientifica normalizada, o que significa dizer que,
para todos os valores possiveis, sempre havera exatamente um digito inteiro nao nulo antes
do ponto fracionario. Uma vez que, na representagao, é utilizada uma base bindria, onde o
conjunto de simbolos é Cs = {0, 1}, o digito inteiro deve ser sempre igual a “1” e, portanto,
nao ¢ necessario armazena-lo. Para a representacao de ntmeros negativos ¢ adotada uma
codificacao em Sinal-e-Magnitude. Assim, a quantidade ¢ é calculada por

¢ = ()7 (1+F)2
= (=) (1+F)2F"
= (=1)% (14 F) 2B (9.43)

A quantidade positiva (1 + F') é denominada de significando ou mantissa. Uma vez que F
é armazenado com R bits, a quantidade ¢ é representada efetivamente com (R + 1) bits.

O expoente armazenado E ¢ um nimero inteiro e nao negativo. Isso garante a representacao
de ntmeros grandes. Porém, para a representacao de ntimeros pequenos, ¢ necessario que o
expoente seja negativo. Por essa razao, o valor de offset V é subtraido do expoente relativo F,
gerando o expoente efetivo e, que passa a ser inteiro.

Alguns valores de ¢ sdo reservados para representar determinados casos particulares. A
Tabela 9.17 apresenta o conjunto de representacoes possiveis com o padrao IEEE 754.

| Sinal (S) | Expoente (E) | Fracao (F) | Quantidade (q) |

0/1 0 0 +0 /-0
0/1 max 0 +00 / —00
0/1 max # 0 NaN
0/1 0 # 0 nao normalizado
0/1 1 a (max-1) | qualquer normalizado

Tabela 9.17: Conjunto de representacoes possiveis com o padrao de ponto flutuante IEEE 754,
onde: max = (2% — 1), X é o total de bits de E e NaN (Not a Number) indica que ¢ ndao é um
numero.
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O padrao IEEE 754 define duas representacoes basicas, com as seguintes denominagoes:
precisao simples e precisao dupla.

No caso da precisdao simples, é empregado um total de 32 bits, sendo 1 bit para S, 8 bits
para E e 23 bits para F. Os valores representaveis sao:

g=—00; 2P << 2710 =40 4270 <g< 42 =400

No caso da precisao dupla, é empregado um total de 64 bits, sendo 1 bit para S, 11 bits para
E e 52 bits para F. Os valores representaveis sao:

g=—00; 2" << 27192 g =40, 271 < g < 421 = 400

9.5.2 Ponto flutuante x ponto fixo

Supondo uma representacdo em ponto fixo com o mesmo tamanho de palavra que uma
representacao em ponto flutuante, W = B bits, ambas irao representar o mesmo total de valores
numéricos T = 25.

A diferenca entre as duas representagoes ira se manifestar em dois itens: na resolucao da
representacao e na faixa de valores representaveis. Dito de outra forma, esses dois itens definem
quais valores serao efetivamente representados.

No tocante a resolugao, a representacao em ponto fixo apresenta um resolucao fixa, enquanto
que, na representacao em ponto flutuante, a resolucao é variavel.

Para alterar a faixa de valores representaveis, na representagao de ponto fixo, é necessario
aplicar um fator de escala fixo My,,;, externo a representagao. Por outro lado, a notacao
cientifica, empregada na representacdo em ponto flutuante, ja aplica, de forma implicita, um
fator de escala variavel M,,,, aumentando naturalmente a sua faixa de valores.

O efeito causado pelas representacoes é uma distribuicdo uniforme de valores na faixa
representavel, para ponto fixo, e uma distribuicdo com uma compressao de resolucao em um
dos extremos da faixa e uma expansao de resolu¢ao no outro extremo, para ponto flutuante.

Esses aspectos sao brevemente discutidos a seguir, de forma matematica.

Ponto fixo

Supondo-se uma representagao em ponto fixo, codificada em Sinal-e-Magnitude, onde S é
o bit de sinal, com tamanho de palavra W = B bits, sendo B = (1 + X + R), entdo uma
quantidade inteira g; pode ser definida por

(B—1)—1
g = (—1)° ( > dk Qk) :
k=0

com uma resolucao

Tg = 1.

Por sua vez, uma quantidade ¢/, escalada por um fator de escala My,,, é definida por
k=

(B=1)—1
qu = qr My = (—1)° ( dy, Qk) Myia
0

com uma resolugao
TqM = qu Mfm = Mfm .
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Assim, pode-se dizer que ¢; é um caso particular de q,;, de tal forma que

4 = QM‘Mfiz:1

T = T(IM‘Mfile :
A Tabela 9.18 apresenta alguns exemplos para uma representa¢do numérica em ponto fixo,
codificado em Sinal-e-Magnitude, para alguns fatores de escala My;, diferentes.

Padrao binario qr qm qm

(B =1+3+ 2) (TCH — 1) (TQJW — Mfif - 2_5> (TQM — Mfix — 25)
0/1-000-00 +0 +0.00000 + 0
0/1-000-01 +1 +0.03125 + 32
0/1-000-10 +2 +0.06250 + 64
0/1-000-11 +3 +0.09375 + 96
0/1-001-00 +4 +0.12500 +128
0/1-001-01 +5 +0.15625 +160
0/1-001-10 +6 +0.18750 +192
0/1-001-11 +7 +0.21875 +224
0/1-110-00 +24 +0.75000 +768
0/1-110-01 +25 +0.78125 +800
0/1-110-10 +26 +0.81250 +832
0/1-110-11 +27 +0.84375 +864
0/1-111-00 +28 +0.87500 +896
0/1-111-01 +29 +0.90625 4928
0/1-111-10 +30 +0.93750 +960
0/1-111-11 +31 +0.96875 +992

Tabela 9.18: Exemplos para uma representacao numérica em ponto fixo, codificado em Sinal-
e-Magnitude, para alguns fatores de escala My;, diferentes.

Ponto flutuante

Supondo-se uma representacao em ponto flutuante, onde S é o bit de sinal, com tamanho
de palavra W = B bits, sendo B = (1 + X + R), onde o expoente relativo E possui X bits e o
valor fraciondrio F possui R bits, entao uma quantidade ¢ pode ser definida por
¢ = () (A+F)2
(—1)% (14 F) 2E=V)
(_1)S ds Mvar ) (944)
onde: gs = (1 + F) é o significando, V é um valor de offset e M, = 2(E=V) ¢ um fator de

escala, variavel com o valor de E.
A resolucao ry do significando ¢, é fixa e dada por

re =271
Por sua vez, a resolucao r, de ¢ ¢ variavel e dada por
g =15 Myg =271 20F7V) = o= 1FE-Y)

e, para 0 < E < (2% — 1), ocupa a faixa 2(-%=V) < Ty < o{-R+2*-1)-V}
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A Tabela 9.19 apresenta um exemplo para uma representacao numérica em ponto flutuante,
sem valores reservados, com X=3, R=2 e V=1.

Padréao binario qs E | My q Tq
(S-E-F) (1+F) 2V [(=1)8 gy Myg,] | 20FHEZY)

0/1-000-00 1.00 | 0 21 +0.500 0.125
0/1-000-01 1.25 +0.625
0/1-000-10 1.50 +0.750
0/1-000-11 1.75 +0.875
0/1-001-00 1.00 | 1 20 +1.000 0.250
0/1-001-01 1.25 +1.250
0/1-001-10 1.50 +1.500
0/1-001-11 1.75 +1.750
0/1-110-00 1.00 | 6 20 +32 8
0/1-110-01 1.25 +40
0/1-110-10 1.50 +48
0/1-110-11 1.75 +56
0/1-111-00 1.00 | 7 20 +64 16
0/1-111-01 1.25 +80
0/1-111-10 1.50 +96
0/1-111-11 1.75 +112

Tabela 9.19: Exemplo para uma representacao numérica em ponto flutuante, sem valores reser-
vados, com X=3, R=2 ¢ V=1.

9.6 Aritmética binaria

9.6.1 Tabelas de operagoes basicas entre digitos

e Para uma determinada base, as operagoes de adi¢ao e multiplicagao entre digitos podem
ser facilmente definidas por meio de tabelas.

e As Figuras 9.11 a 9.13 apresentam as tabelas para as bases b = 2, b = 3 e b = 4,
respectivamente.

e A partir de tais tabelas, definidas para digitos, podem ser definidos algoritmos e imple-
mentacoes para uma operacao envolvendo quantidades genéricas, expressas na base em
questao.
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(Joft] [x[OJt]

0J0] 1 0

1 1]10 101
(2) (b)

Figura 9.11: Tabelas de operagoes entre digitos para b = 2: (a) adigao e (b) multiplicacao.

(+fofrl2] [xJoft]2]

0J0]1]2 0J0]0]0

1 1] 210 1012

2 [2[10| 11 2 0211
(a) (b)

Figura 9.12: Tabelas de operagoes entre digitos para b = 3: (a) adigao e (b) multiplicacao.

tfoj1[2[3] [x[O[1]2]3 |

001 3 0)0]0] O 0

11| 2 3 | 10 1101 2 3

2121 3 (10111 21011210 12

3311011112 3103|121 101
(a) (b)

Figura 9.13: Tabelas de operagoes entre digitos para b = 4: (a) adigao e (b) multiplicacao.
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9.6.2 Escalamento por poténcia inteira da base

Um multiplicador é um circuito com relativa complexidade de implementacao. Por isso,
possui relevantes medidas de custo (espago ocupado, energia consumida e tempo de operagao).

Por outro lado, o escalamento por poténcia inteira da base ¢ uma operacao simples, com
baixa complexidade de implementacao. O escalamento pode ser de dois tipos, dependendo do
valor da poténcia inteira da base: multiplicagdo (valor positivo) ou divisao (valor negativo).

Na Equagao (9.45), é apresentada uma quantidade genérica ¢, representada na base b. A
multiplicacdo de ¢ pela base b é definida nas Equagoes (9.46) e (9.47). A divisao de ¢ pela
base b é definida nas Equacoes (9.48) e (9.49). De acordo com as Equagoes (9.45) e (9.49), a
implementagao do escalamento pode ser obtida através do simples deslocamento dos digitos da
representacao.

_NF

(@ = () + (qr)y = D db® =[dn, -+ dadido - d_yd_s---d_n,]s - (9.45)

k=N;

(@ = (@) xb

—Np —Np —Np+1 —Np+1
- (Z dkbk) xb= > b= > g t= > abF

k=N; k=N k=Nr+1 k=Nr+1
[y, - dadydod_y - d_z -+~ d_, ]y
= [le,+1 o dgdlzdlldg rdydy d/—NFH]b : (9.46)
dj, = d—1 . (9.47)

(@) = (q)yxb7"

~Np ~Np —~Np—1 —~Np—1
- (Z dkbk> xbl= > dpbl = > dpabt= > @t

k=N k=N k=N;—1 k=N;—1
[y, <+ dady - dod_1d_3 - d_n, ]y
= [d§vl—1 e dydydyd - dlydy - d/—NF—l]b : (9.48)

AS.V.
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9.6.3 Adicao e subtracao em complemento-a-2

A codificagdo em complemento-a-2 apresenta, entre outras, a grande vantagem de conseguir
transformar o processo de subtracdo em pura adicdo: x; — xg = x1 + (—22) = 27 + (x2)02.
Assim, um tnico bloco somador, projetado para trabalhar com operandos representados em
bindrio puro, sem codificacao adicional, pode ser usado para realizar as operagoes de adicao e
subtragdo de ntimeros codificados em complemento-a-2.

A adicao de dois ntimeros puramente fracionarios pode produzir um nimero com parte
inteira. Na representacao de ntimeros puramente fracionarios, com operacao em ponto fixo,
nao sao utilizados digitos para valores inteiros. Portanto, um resultado contendo parte inteira,
positivo ou negativo, é considerado uma situacao de overflow. Para que o resultado da adicao
em complemento-a-2 possa ser considerado correto, a ocorréncia de overflow deve ser detectada
e devidademente tratada.

Analise de overflow na adicado em complemento-a-2

Dado um bloco somador, projetado para trabalhar com operandos representados em binario
puro, sem codificacao adicional, operando em ponto fixo, com dados interpretados como pura-
mente fraciondrios, codificados em complemento-a-2, o sinal de saida carry out representa uma
parte inteira de valor v; = 2.

Em tal tipo de procedimento, considerando-se d; como o digito de sinal de um ntimero e C,
como o carry out do somador, podem-se identificar os seguintes casos:

e Caso 1: adicao de ntimeros positivos r4 = x1 + T».
Tem-se que: 0 <21 <1,0< 29 <1lexg =211+ 2o
Logo: 0 <zxp < 2.
Se 0 < xgr < 1: resultado sem overflow — C, =0 e dsg = 0.
Se 1 < xpr < 2: resultado com overflow — C, =0 e dsg = 1.
No caso do resultado sem overflow: x4 = xg.

e Caso 2: subtragao de niimeros positivos x4 = x1 — |23
ou adi¢do de um nimero positivo com um nimero negativo x4 = 1 + (—|x2|).
Tem-se que: 0 <y <1, =1 <29 <0, (—|22])g =2 — |22 €
TR =21+ 29 =21 + (—|l’2’) = + (IQ)CQ =+ (2 — ‘JIQD =2+ (1‘1 - |ZE2|)
Logo: —1 <z < 1.
Portanto, nesse caso, nao ha ocorréncia de overflow.
Se x1 > |z3|: resultado nao negativo — C, = 1 e dsg = 0.
Se x1 < |z3|: resultado negativo — C, = 0 e dsg = 1.
Para o resultado ndo negativo, basta ignorar o sinal de carry out: x4 = (zg — 2).
Para o resultado negativo, ele ja estd corretamente codificado: 4 = (2g)oy = (2 — |2g])-

e Caso 3: adigao de ntimeros negativos x4 = (—|z1]) + (—|z2]).
Tem-se que: —1 < 29 <0, =1 <23 <0, (—|21|) gy = 2 — |21], (—|22]) oy = 2 — |22] €
rp =71+ 22 = (—|21]) 0y + (= |22]) o = (2 = [21]) + (2 = |22]) =2+ [2 = (Jaa] + |22[)].
Logo: 0 < |x1| + |22 <2 = 2 <zp < 4
Se 2 < xr < 3: adi¢do com overflow — C, =1 e dsg = 0.
Se 3 < xr < 4: adigdo sem overflow — C, =1 e dsg = 1.
No caso do resultado sem overflow, ele ja esta corretamente codificado, bastando ignorar
o sinal de carry out: x4 = (zg — 2).
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Exemplos para os casos de adicao em complemento-a-2

e Caso 1: adi¢ao de ntimeros positivos x4 = 1 + @s.

011011 11 0.6875

+ 0[0011 + 3 + 0.1875

(0] 0l1110 14 0.8750
01011 11 0.6875

+ 0/0111 + 7 + 0.4375

(0] 110010 18 1.1250

e Caso 2: subtragdo de nimeros positivos x4 = 1 — |22
ou adi¢do de um ntmero positivo com um nimero negativo x4 = x1 + (—|z2]).

0l1011 11 0.6875

+ 1/1101 + (- 3) + (- 0.1875)

[1] 011000 8 0.5000
0/1011 11 0.6875

+ 1]0101 + (-11) + (- 0.6875)

[1] 010000 0 0.0000
010011 3 0.1875

+ 1]0101 + (-11) + (- 0.6875)

[0] 111000 (- 8) (- 0.5000)

e Caso 3: adigdo de nimeros negativos x4 = (—|z1|) + (—|z2|).

110101 (-11) (- 0.6875)

+ 1]1101 + (- 3) + (- 0.1875)

[1] 110010 (-14) (- 0.8750)
110101 (-11) (- 0.6875)

+ 1/1001 + (- 7) + (- 0.4375)

[1] 011110 (-18) + (- 1.1250)

AS.V.
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Deteccao de overflow na adicao em complemento-a-2

A partir dos resultados da analise de overflow na adigdo em complemento-a-2, nao é dificil
encontrar um mecanismo que indique sua ocorréncia. Utilizando sinais externos ao bloco de
adicao, a deteccao de overflow pode ser feita através da andlise dos bits de sinal dos operandos
(ds1 e dg) e do resultado (dsa), bem como do sinal de carry out (C,) do bloco somador. As
Tabelas 9.20 e 9.21 apresentam duas formas para representar a deteccao de overflow na adicao
em complemento-a-2, onde OF = 0 e OF = 1 indicam a auséncia e a presenca de overflow,
respectivamente. A diferenga entre as duas formas é que, na Tabela 9.20, sao levados em
consideracao os casos que nao podem acontecer (can’t happen), o que pode levar a simplificagoes
da funcao final. Pode-se verificar que, em ambos os casos, a equagao simplificada é dada por

OF = (dyt - dus - doa) + (dor - dsa - da) - (9.50)

Tratamento de overflow

O tratamento de overflow mais comumente empregado ¢é a saturacao do resultado no valor
méaximo representavel (positivo ou negativo).

Em alguns casos, onde é exigido que os dados sejam interpretados como sendo estritamente
menores que a unidade (|z| < 1), a solugdo é a saturagdo do resultado no valor méximo
representavel (positivo ou negativo) imediatamente menor que a unidade.

[ Caso [ du[dw|doa [ G, OF |
Adigao de 0] 0 0

positivos

Subtracao 0 1 0
de positivos

Adigao de 1 1 0
negativos

H
o
o
oo —lolrlol—lolrlol~ol—lo
o x| = | 3| | 2| 31| 3| | | 3| 3 = | ©

X = can’t happen

OF =0 — sem overflow
OF =1 — com overflow

Tabela 9.20: Forma 1 para representar a deteccao de overflow na adi¢ao em complemento-a-2.
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[ Caso [ du [dw | da | C, | OF |

Adicao de 010 0O | X | O
positivos 0 0 1 | X 1
Subtracgao 0 1 0 | X 0
de positivos || 1 0 0 | X 0
Adicao de 1 1 0 | X 1
negativos 1 1 1 | X 0

X = don’t care

OF =0 — sem overflow
OF =1 — com overflow

Tabela 9.21: Forma 2 para representar a detec¢ao de overflow na adigdo em complemento-a-2.

9.6.4 Funcoes envolvidas na adicao de digitos binarios

A adigao de digitos bindrios pode ser facilmente definida por meio de tabelas. A Figura 9.14
apresenta as tabelas que definem a adicao entre dois digitos binarios (A e B). A Figura 9.14.(a)
define a operacao completa, com todos os resultados descritos por dois digitos. A Figura 9.14.(b)
define os digitos da esquerda do resultado, que representam a parte excedente da adicao,
denominada de “vai-um” (carry out - C,). A Figura 9.14.(c) define os digitos da direita,
que representam o resultado béasico da adigao, denominado de soma (.5).

(+lof1] [&Gfof1] [S]o[1]
0 00 01 0 [0]0 001
10110 101 11

() (b) ()

Figura 9.14: Tabelas que definem a adigdo entre dois digitos bindrios (A e B): (a) adigdo
completa, (b) “vai-um” (carry out - C,) e (c) soma (S5).

Apesar dos resultados das tabelas de C, e de S serem numéricos, os mesmos podem ser
interpretados como valores booleanos. Assim, supondo-se os digitos binarios A e B, pode-se
dizer que

Co = fe2 (A, B) = (A- B)

e que

S=fs2(AB)=(A-B)+(A-B)=(A®B) .

Na adicao entre dois niimeros com diversos digitos binarios, naturalmente acontece uma
propagagao de excessos de soma, denominados de C, (carry out) para os blocos que os geram e
de C; (carry in) para os blocos que os recebem. Logo, torna-se necessario definir a adi¢ao entre
trés digitos binérios (A, B e C;), o que é feito nas tabelas da Figura 9.15.

AS.V.
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[+JooJor[11]10] [C,JJooJor[11]10] [S]o00[01][11]10]
0 [ooJo1]10]o01 oJoJoJ1TJo oJoJ1rJ]oJ]1
1 [or]10]|11]10 1LoJ1r]1]1 1f1]o0]1

(a) (b) ()

Figura 9.15: Tabelas que definem a adigdo entre trés digitos bindrios (A, B e C;): (a) adi¢ao
completa, (b) “vai-um” (carry out - C,) e (c) soma (S).

Nesse caso, supondo-se os digitos A e B na parte superior das tabelas e o digito C; a
esquerda, pode-se dizer que

S = fss(ABC) = (A-B-C))+(A-B-C)+(A-B-C;) +(A-B-C)
(AeB)-C]+[(AeB)-Ci
= (AeB)a(;

e que
Co, = fes(A,B,C;) = (A-B-C;)+(A-B-C))+ (A-B-C;)+(A-B-Ci)
que pode ser simplificada como

Co = fe3(A, B,Cy)
= (A-B)+(A-C)+(B-C))

e ainda como

Co = fC3(AaB7C’L'>
= (A-B)+[(A+B)-Ci ,

ou como

Co = fo3(A, B,Cy)
(A-B)+[(A-B)+(A-B)] -G
= (A-B)+[(A® B)-Cy] .

Procurando-se otimizar algumas implementacoes, pode-se mostrar ainda que
ﬁo = fC3 (Z,E,a)

e que
S = fs3(4,B,C;) .

As funcgoes definidas acima sao suficientes para implementar um somador de dois niimeros
com N digitos binarios através do algoritmo mais elementar. Porém, trés fungoes mostram-se
bastante uteis na implementagao de somadores com algoritmos mais complexos: Generate (G),
Propagate (P) e Kill (K). A Figura 9.16 apresenta as tabelas que definem as fungdes G, P e K,
supondo-se os digitos A e B na parte superior das tabelas e o digito C; a esquerda. Para melhor
entender a sua aplicabilidade, é importante ressaltar a principal caracteristica das fungoes G,
P e K, que é nao depender de C;.
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|GJoojor]11]10] |[PJoojo1[11]10| |K [JOO[OL][11]10]
OfoJo[1T]o OfoJ1Jo]1 OJ1JoJoJo
1foJoJ1]oO 1joJ1]o]1 1J1]oJo]0O

(a) (b) ()

Figura 9.16: Tabelas que definem trés fungoes titeis na implementacao de somadores binarios
com algoritmos complexos: (a) Generate (G), (b) Propagate (P) e (c) Kill (K).

A fungao Generate (G) assume o valor booleano “1” quando C, = 1 independentemente do
valor de C;. Logo, deve-se ter A = B = 1, definindo-se
G=fq(A,B,C;))=(A-B).

A fungdo Propagate (P) assume o valor booleano “1” quando C, = 1 por propagacao exclu-
siva do valor C; = 1. Logo, deve-se ter A=0e B=1ou A=1e B =0, definindo-se

P=fp(A,B,C;) = (A® B) .

A fungao Kill (K) assume o valor booleano “1” quando é impossivel ter C, = 1 independen-
temente do valor de C;. Logo, deve-se ter A = B = 0, definindo-se

K = fx(A,B,C;)=(A-B) .
As fungoes S e C, podem ser escritas em funcao de G e P, de tal forma que

S = fS3(AaBaci)
= (AeB)aC;, = (PaC))

Co = fe3(A B, C)
= (A-B)+[(A®B)-Cj| = G+ (P-C)
— (A-B)+[(A+B)-C] = G+ (P"-C) .
onde

Pt =(A+ B)

pode ser usada para diminuir o tempo de propagacao envolvido na geracao do sinal C,,.
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9.7 Exercicios propostos

1. Considerando o SNPC, para cada uma das bases listadas abaixo, obter as respectivas
representacoes para as quantidades apresentadas em seguida.

(a) Base b= 2.
(b) Base b = 3.
(c) Base b= 16.

Quantidades numéricas:

i. ¢=(17)10
ii. ¢ =(24)10
iii. ¢ = (32)10
iv. g = (48)19
v. ¢ =(80)10
vi. g = (144)49

vii. ¢ = (272)10.
viii. ¢ = (528)19

2. Considerando o SNPC, com base b = 2, para cada uma das codificagoes listadas abaixo,
obter as respectivas representacoes para as quantidades apresentadas em seguida.

(a) Sinal-e-magnitude.
(b) Complemento-a-1.

(c) Complemento-a-2.

Quantidades numéricas:

i. ¢=(—17)10.
ii. ¢ =(—24)1.
iii. ¢ = ( 32)10
iv. g = (—48)10.
v. ¢ = (—80)1p.
vi. ¢ = (—144)10.
Vil ¢ = (—272)1
viil. ¢ = (—528)1

3. Considerando o SNPC, com base b = 2, com codificacdo em complemento-a-2, analise o
resultado das seguintes operagoes:

(a) (00100) + (01001).
(b) (01100) + (01101)
(¢) (00100) + (10111).
(d) (10100) + (01101).
(e) (11100) + (10111)
(f) (10100) + (10011).
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4. Considerando o SNPC, com base b = 2, com codificagao em complemento-a-2, com um
total 5 digitos, para cada uma das quantizagoes listadas abaixo, obter as respectivas
representacoes para as quantidades apresentadas em seguida.

(a) Truncamento.
(b) Arredondamento.

(c) Truncamento em magnitude.

Quantidades numeéricas:

i. (0010000).
001000

ii. 1
0010010).

iii.
iv.

V.
vi.

Vii.

xi.
Xii.
xiii.
Xiv.
1101010).
1101001).

XV.

( )

( )

( )

( )

( )

( )-
viii. (0010111).
ix. (1110000).
( )

( )

( )

( )

( )

( )

(

XVi.

5. Dada a Tabela 9.22, projete um circuito combinacional que receba o Cdédigo 1 e produza

o Cbdigo 2.
Codigo 1 Cobdigo 2
000 1111
001 0011
010 0101
011 1011
100 0000
101 1101
110 1000
111 0111

Tabela 9.22: Tabela de conversao do Cédigo 1 para o Codigo 2.

AS.V.



Capitulo 10

Circuitos combinacionais basicos

10.1 Introducao

e Esse capitulo trata do projeto de alguns exemplos de circuitos combinacionais simples,
basicos e tanto necessarios quanto comuns a diversas aplicagoes.

e Técnicas de projetos

— Nao existe uma técnica de projeto tinica que atenda a todos os tipos de problemas.
— Para problemas com baixa complexidade e poucas variaveis:

x Projeto formal: equacionamento légico direto + minimizagao das equacoes +
implementagao do circuito.
« Tentativa-e-erro (cut-and-try): sugestdo de uma solugdo, sem a aplicacdo de
uma técnica formal, seguida de verificacdo da funcionalidade.
— Para problemas com alta complexidade e/ou muitas varidveis:
« Divisao do sistema original em subsistemas (divide-to-conquer), a fim de diminuir
a complexidade do sistema a ser projetado.
x Cada subsistema pode ser subdividido, acarretando um projeto hierarquico.
* Para cada subsistema:
- Projeto formal.
- Uso de blocos ja projetados.
- Tipos de blocos: idénticos (projeto modular) ou diferentes.

e Arquiteturas basicas

— Paralela.

— Serial.

10.2 Interpretacoes dos circuitos combinacionais

e Internamente, um circuito combinacional é apenas um conjunto de portas logicas interli-
gadas, sem realimentacoes, que realizam operagoes logicas com nenhum significado extra.

e Externamente, baseado nas relacoes entre as variaveis de entrada e de saida, os circuitos
combinacionais podem ser interpretados de diferentes formas, de acordo com suas apli-
cagoes.
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174 Capitulo 10. Circuitos combinacionais basicos

10.2.1 Exemplos de interpretacoes

e Gerador de fungoes logicas

— Entrada: varidveis ou parametros de entrada para fungoes logicas.

— Saida: resultados provenientes da avaliagdo das fungoes logicas implementadas.
e Interpretador de comandos

— Padroes binérios apresentados na entrada dos circuitos combinacionais podem ser
interpretados como palavras de comando ou instrucoes a serem interpretadas e exe-
cutadas pelo circuito.

— O conjunto de padroes possiveis de serem apresentados, interpretados e executados
pelo circuito, representa o denominado conjunto de instrugoes (instruction set) que
o circuito compreende.

— Por exemplo, um circuito combinacional que implemente a fungao logica AND, com
duas entradas, pode ser interpretado como um circuito que compreende quatro co-
mandos e produz uma saida que pode assumir quatro valores possiveis.

— Entrada: palavra de comando ou instrucao, podendo conter dados dentro do c6digo
da instrucao.

— Saida: sinais de controle que irdo controlar a execucao do comando e, possivelmente,
dados.

Conversor de c6digos

— Entrada: codigo original.

— Saida: novo cédigo.

Sistema digital instantdneo ou sem meméoria

— Entrada: seqiiéncia ou sinal de entrada.

— Saida: seqiiéncia ou sinal de saida.

Controle de fluxo de dados

— Entrada: dados de entrada -+ sinais de controle de entrada.

— Saida: dados de saida -+ sinais de controle de saida.

Operador

— Entrada: Operandos.

— Saida: Resultados das operagoes realizadas pelo circuito sobre os operandos apre-
sentados.

Operador programavel

— Entrada: Operandos + Sinais de controle da operagao.

— Saida: Resultados das operacoes escolhidas para serem realizadas pelo circuito sobre
os operandos apresentados.
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10.3 Uso de portas légicas como elementos de controle

e Uma porta logica com N entradas pode ser interpretada como um bloco funcional com 1
saida, 1 entrada e (/N — 1) sinais de controle.

10.4 Uso de elementos de controle para mascaramento

e Por vezes, é necessario interromper o fluxo de um sinal, baseado em determinadas condigoes.
Isso é denominado de mascaramento do sinal, onde a mascara do processo é formada pelo
conjunto de condi¢bes envolvidas.

e Um elemento de controle pode ser empregado para implementar o mascaramento, aplicando-
se o sinal na sua entrada e a mascara no seu controle.

10.5 Gerador de funcgoes l6gicas

e Um circuito combinacional com N entradas e M saidas pode ser interpretado como M
funcoes logicas de N variaveis.

e Cada uma das M fungoes pode ser definida independentemente das demais.

e As fungoes podem ser implementadas de forma independente uma das outras, facilitando
o projeto, os testes e a manutencao, ou compartilhando partes do circuito, a fim de reduzir
custos de implementagao.

10.6 Conversor de cédigos

e Um conversor de cddigos é um circuito combinacional com N entradas e M saidas, onde,
para cada padrao de valores de entrada definido, existe um padrao de valores de saida
correspondente.

10.6.1 Exemplo de projeto para conversor de cédigos

A seguir, é apresentado um exemplo de projeto para um conversor numérico, de binario
para BCD 8421.

Conversor numérico: binario para BCD 8421

A Tabela 10.1 apresenta a relacao entre os codigos numéricos decimal, bindrio e BCD 8421,
para um co6digo binario com 4 bits. Para implementar um conversor numérico, de binario para
BCD 8421, basta considerar cada coluna do cédigo BCD 8421 como uma tabela verdade de
uma funcgao légica dependente das quatro variaveis do codigo binario.
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’ Decimal H Binério ‘ BCD 8421 ‘
| | (BsB2B1By) | (Do UsUsUyUp) |
00 0000 0 0000
01 0001 0 0001
02 0010 0 0010
03 0011 0 0011
04 0100 0 0100
05 0101 0 0101
06 0110 0 0110
07 0111 00111
08 1000 0 1000
09 1001 0 1001
10 1010 1 0000
11 1011 1 0001
12 1100 1 0010
13 1101 1 0011
14 1110 1 0100
15 1111 10101

Tabela 10.1: Relagao entre os c6digos numéricos decimal, binario e BCD 8421, para um codigo
binario com 4 bits.

Da Tabela 10.1, podem-se obter as listas de mintermos e de maxtermos, bem como as formas
SOP padrao e POS padrao, para cada funcao geradora do codigo BCD 8421. A partir delas,
podem-se alcangar as formas SOP minima e POS minima, como é apresentado a seguir.

Do = S m(10,11,12,13, 14, 15)

= (m10+m11+m14+m15)+(m12+m13+m14+m15)
(Bs By By Bo) + (Bs~ By By - By) + (Bs - By~ By - By) + (Bs - By - By - Bo)| +
(By B, By - Bo) (By- By-Bi-By)+(Bs-By- By - Bo) + (By- By By - By)|
(B3 - By) + (B3 - By)

= HM(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)
= (My-My-My-Ms-My-Ms- Mg- M) (M- M - Ms - My)
(Bs+ Ba+ By + By) - (Bs + By+ By + By) - (Bs + By + By + By) - (B3 + Ba + By +

(10.1)

By)-

By+ By + By + By) - (By + Ba + By + By) - (By + By + By + Bo) - (By + Bz + Bi + By)| -

(
[(Bs+ By + By + By) - (Bs + By + By + Bo) - (Bs + By + Bi + Bo) - (B + By + By +
(Bs) - (B2 + By)

AS.V.
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U = Y m(8,9)

(mg—i-mg)

(B3'§2'E‘Fo)+(33'§2'§1'30)

= (Bs-By- By) (10.3)

— [[M(0,1,2,3,4,5,6,7,10,11,12,13,14,15)

= (My- M, - My M- M, - Ms- M- M) -

(M4 M5 Mﬁ M7 M12 M13 M14 M15>

(Mg - My - Mg - M7 - Myo - Myy - Myg - Mys)

{(B3+B2+BI+BO) (Bs+ By + By + By) - (Bs + By + By + By) - (Bs + By + B1 + By)-
(Bs+ By + Bi+ By) - (Bs + By + B1 + By) - (Bs + By + By + By) - (BS+B2+BI+BO]
((Bs+ Bz + By + Bo) - (Bs + By + By + By) - (Bs + Bz + Bi + Bo) - (Bs + By + Bi + Bo)-
(Bs+ By+ Bi+ By) - (Bs + By + By + Bo) - (Bs + By + By + By) - (Bs + By + Bi + Bo))|
(Bs+ By+ By + By) - (Bs+ By + By + Bo) - (Bs + Bz + By + By) - (Bs + By + Bi + Bo)-
(Bs + By + Bi+ Bo) - (Bs+ By + Bi + Bo) - (B + By + Bi + Bo) - (Bs + Bz + Bi + By)|
(Bs) - (B2) - (B1) (10.4)

Uy = Y m(4,5,6,7,14,15)

= (myg+ ms+ me+mz) + (me + my + myg + mys)

(B3 By By Bo) + (Bs- By Bi- By) + (Bs - By~ By - By) + (B3 - By - By - Bo)| +
{33 By - By - By) + (Bs - Q'Bl'BO>+(B3‘BQ'Bl'F(])‘i‘(B:}‘BQ'Bl'BO)}
(B3

Bs - By) + (Bs - By) (10.5)

B
B

= []M(0,1,2,3,8,9,10,11,12,13)

= (MO Ml MZ'MS'MS'M9'M10'M11)'(MS'MQ'M12'M13)

Bs+ By + By + By) - (B3 + By + By + By) - (B3 + By + By + By) - (Bs + Bz + By + By)-
Bs+ By + B+ Bo) - (Bs + Ba+ By + By) - (Bs + By + By + Bo) - (Bs + By + By + By)| -
(Bs+ By + By + By) - (Bs + By + B+ By) - (Bs + By + Bi + Bo) - (Bs + Ba + By + By)]
By) - (B3 + By) (10.6)

[
(
[
(
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Ui

Uo

Zm ,3,6,7,12,13)

(mg + mg + me + mz) + (M2 + my3)

[BS B, - By - By) + (BS'E’Bl‘BO)+(§3'B2’Bl‘§0)+(§3'B2’31‘B0)}+

[33 B, - B - )+(B3'32'F1'Bo)}

(B3 - B1) + (Bs - By - Bi) (10.7)

[1M(0,1,4,5,8,9,10,11,14, 15)

(Mo - My - My - Ms) - (Mg - My - My - Mys) - (Mo - My - Mg - My)

(Bs+ By+ By + Bo) - (Bs + By + By + Bo) - (Bs + By + By + Bo) - (Bs + By + By + Bo)| -
(Bs+ By + By + Bo) - (Bs + Ba+ Bi + Bo) - (Bs + B2 + By + By) - (Bs + By + B + Bo)| -
[(B3+B2+Bl+BO) (B3+B2+B1+Fo)'(F3+32+B1+Bo)’(E+32+B1+F0)]
(Bs + B1) - (B3 + Bi) - (B2 + By)

( M4'M5) (MIO Mll M14'M15) ' (MS'MQ'MIO'MII)

[ Bg+Bg+Bl+BO) (Bs+ By + B+ By) - (Bs + By + By + Bo) - (Bs + By + By + Bo)| -
(Bs+ By+ Bi + Bo) - (Bs + Ba+ Bi + By) - (Bs + By + Bi + By) - (Bs + By + Bi + Bo)| -
(Bs+ By+ B+ Bo) - (Bs+ By + Bi + By) - (Bs + By + Bi + By) - (Bs + By + Bi + By)|
(Bs + B1) - (Bs + Bi1) - (B3 + Ba) (10.8)

> m(1,3,5,7,9,11,13,15)

(mq1 4+ m3 + ms + m7 + mg + mqy + maz + mys)

[33 By By-By) 4 (Bs-By- By - By) + (B3 - By - By - By) + (B3 - By - By - By) +

(Bs- By By Bo)+ (B By By Bo) + (B3 By By Bo) + (B~ By By - By)]

(Bo) (10.9)

[1M(0,2,4,6,8,10,12, 14)

(MO'MQ'M4'M6'M8'M10’M12'M14)
[BS+B2+Bl+BO)‘(BB+BQ+E+BO>‘(BB+§2+81+BO)'<BS + By + By + By)-
(Bs+ By+ By + By) - (Bs + By + Bi + Bo) - (Bs + By + By + By) - (Bs + By + Bi + Bo)|
(Bo) (10.10)

AS.V.



10.7. Gerador e detector de paridade 179

10.7 (Gerador e detector de paridade

e Dado um operando de (N — 1) bits, o circuito gera um enésimo bits, de tal forma que o
total de valores “1” seja par ou impar, conforme definido.

e Dado um operando de N bits, o circuito indica se o nimero de valores “1” é par ou impar,
conforme definido.

10.8 Multiplexador e demultiplexador

e Um multiplexador ¢ um circuito combinacional com N; entradas e 1 saida, controlado
por N, sinais de controle. De acordo com o padrao de valores aplicados nos sinais de
controle, uma das entradas é copiada para a saida.

e Um demultiplexador é um circuito combinacional com 1 entrada e N; saidas, controlado
por Ny sinais de controle. De acordo com o padrao de valores aplicados nos sinais de
controle, a entrada é copiada para uma das saidas, enquanto as demais assumem um
valor légico/booleano fixo.

e A fim de se utilizar toda a funcionalidade do circuito implementado, normalmente é
empregada a relacao N; = 272,

10.8.1 Exemplos de projeto de multiplexador

A seguir, sao apresentados os exemplos de projeto de dois multiplexadores, denominados de
MUX 2x1 e MUX 4x1.

MUX 2x1

Um multiplexador com 2 entradas binarias (Fy e Fy), 1 sinal de controle (Cp) e 1 saida (),
também denominado de MUX 2x1, é definido por

o EO 5 00:0
S_{El 5 00:1 ’

cuja tabela verdade é apresentada na Tabela 10.2.

(Co| By [Eo [ 5]
0000
010 1|1
011100
0111
1000
1010
1101
1111

Tabela 10.2: Tabela verdade do MUX 2x1.
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Equacionando-se a saida por uma composigao de mintermos de 3 variaveis (Cy, F; e Ejp),
obtém-se

S = my + mg + me + My
= (Co-Ei- Ey)+ (Cy- Ey - Ey) + (Cy - Ey - Ey) + (Cy - Ey - Ey)
= [(Co- Bo) - (Br + B)| + [(Co - Bn) - (B + Eo)|
= (Co-Eo) + (Co- En) - (10.11)

Equacionando-se a saida por uma composi¢do de maxtermos de 3 varidveis (Cy, E; e Ey),
obtém-se

S = My+ My+ My + Ms;
= (Co+ By + Ey) - (Co + By + Ey) - (Co + By + Ey) - (Co + Ey + Eo)
= [(Co+Eo)+ (BB - [(Co+ Br) + (Bo - )|
= (Co+ Ep) - (Co+ En) . (10.12)

As formas simplificadas das Equagoes (10.11) e (10.12) geram a tabela verdade simplificada
que é apresentada na Tabela 10.3.

(Co| B[ Eo [ S
0[X][0]0
0| X |11
1[0 X0
T 1] X |1

Tabela 10.3: Tabela verdade simplificada do MUX 2x1.

Podem-se ainda reescrever as formas simplificadas das Equagoes (10.11) e (10.12) por meio
de mintermos e maxtermos de 1 variavel (Cy), o que resulta em

S = (mo : Eo) + (m1 : El)
(M + Ep) - (My + Ey) . (10.13)

MUX 4x1

Um multiplexador com 4 entradas binérias (Ey, F1, Es e E3), 2 sinais de controle (Cy e C)
e 1 saida (5), também denominado de MUX 4x1, é definido por
Ey , CiCy=00
B, , CiCy =01
E, , CiCy=10
Es , CiCy =11

cuja tabela verdade simplificada é apresentada na Tabela 10.4.
Equacionando-se a saida a partir da tabela verdade simplificada, obtém-se

S = (C1-Cy-Ey)+(Cy-Cy- Ey)+ (Cy-Cy - Ey) + (Cy - Cy - E3)
= (C1+Co+ Ey)- (Cy +Co+ Ey) - (C1 + Co+ Ey) - (C1 + Co + E3) . (10.14)

Podem-se ainda reescrever as formas simplificadas da Equacao (10.14) por meio de minter-
mos e maxtermos de 2 variaveis (Cy e Cy), o que resulta em

S = (mg . Eo) + (ml . El) + (m2 . Eg) + (m3 . E3)
= (My+ Ep) - (My + Ey) - (My + Ey) - (M3 + E3) . (10.15)

S:
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(G Co|Bs [ B | B[ Eo [ S
0]0[X[X[X|0]0
00X | X |X|1]1
01X | X |0 X0
01X | X|1|X]|1
10 X0 X |X]|0
10 X | 1| X |X]|1
110X X |X]|0
T 11X | X | X1

Tabela 10.4: Tabela verdade simplificada do MUX 4x1.

10.8.2 Exemplos de projeto de demultiplexador

A seguir, sdo apresentados os exemplos de projeto de dois demultiplexadores, denominados
de DEMUX 2x1 e DEMUX 4x1.

DEMUX 2x1

Um demultiplexador com 1 entrada binaria (£), 1 sinal de controle (Cy) e 2 saidas (Sp e
S1), também denominado de DEMUX 2x1, é definido por

[ E, Cy=0
%_{0 . Cy=1

[0, Cy=0
&_{E,GFl’

cuja tabela verdade é apresentada na Tabela 10.5.

|

N

E

|

1

=]

—=lolo| 82

E
0
1
0
1

= oo O

0
1
0
0

Tabela 10.5: Tabela verdade do DEMUX 2x1.

Equacionando-se as saidas por uma composicao de mintermos de 2 varidveis (Cy e E),
obtém-se
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Equacionando-se as saidas por uma composi¢do de maxtermos de 2 variaveis (Cy e E),
obtém-se

So = Mo+ My + M
= (Co+E)-(Co+E)-(Co
(Co+E)-(Co+ E)-(Cy
= [Co Co) + (B )}[( o)—%—(E-E)}
(E) - (Co) - (10.18)

Sl - M0+M1+M2

= (Co+E)- (Co+E) (Co+ E)
= (Co+ E) (Co +E)-(Co+ E)-(Co+ E)
[( )} [(7 Co) + (E)}
f(%)() (10.19)

Podem-se ainda reescrever as Equagoes (10.16) a (10.19) por meio de mintermos de 1 varidvel
(Cop), o que resulta em

So = (mg - E) (10.20)

DEMUX 4x1

Um demultiplexador com 1 entrada bindria (F), 2 sinais de controle (Cy e C}) e 4 saidas
(So, S1, Sz e S3), também denominado de DEMUX 4x1, é definido por

&:{E, C1Cy =00

0 , caso contrario

Y

Y

51:{(? 5 0100:01

, caso contrario

0 , caso contrario

&:{E, C1Cy =10

?

{E, CiCy =11

0 , caso contrario

cuja tabela verdade é apresentada na Tabela 10.6.
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(Ci[Co | E[ So] 5[5 5%]

Tabela 10.6: Tabela verdade do DEMUX 4x1.
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Equacionando-se as saidas por uma composi¢do de mintermos de 3 varidveis (C, Cy e E),
obtém-se

So=my = (C,-Cy-E), (10.22)

Si=mg=(C,-Cy-E), (10.23)

Sy =ms = (C,-Cp- E) (10.24)
€

Sy =my=(C,-Co-E) . (10.25)

Podem-se ainda reescrever as Equagdes (10.22) a (10.25) por meio de mintermos de 2 var-
idveis (Cy e Cy), o que resulta em

So = (mg- E) | (10.26)

10.9 Codificador e decodificador de endereco

e Um codificador/decodificador de enderego (address coder/decoder) também ¢é conhecido
como um codificador/decodificador de linha (line coder/decoder).

e Um codificador de endereco é um circuito combinacional com N; entradas e Ny saidas.
Apenas uma das entradas assumird um valor légico/booleano, enquanto todas as demais
assumirao o valor légico/booleano complementar. O padrao de valores gerado na saida
(interpretado como um endereco), serd referente a entrada com valor 16gico/booleano
diferente das demais entradas.

e Um decodificador de endereco é um circuito combinacional com N, entradas e Ny saidas.
De acordo com o padrao de valores aplicados na entrada (interpretado como um enderego),
uma das saidas assumird um valor 16gico/booleano, enquanto todas as demais assumirao
o valor légico/booleano complementar.

e A fim de se utilizar toda a funcionalidade do circuito implementado, normalmente é
empregada a relacio N; = 202,

e De uma forma geral, ambos os blocos funcionais podem ser interpretados como conversores
de codigos. Um codificador de enderego pode ser visto como um conversor de cédigo one-
hot para cédigo binario. Por sua vez, um decodificador de endereco pode ser dito um
conversor de codigo bindrio para cédigo one-hot.

e Um decodificador de enderego pode também ser interpretado como um demultiplexador
cuja entrada recebe o valor légico/booleano desejado para a saida a ser selecionada. Logo,
pode-se projeta-lo a partir de um demultiplexador, com as possiveis simplificagoes.

e Dependendo dos valores 16gicos/booleanos adotados para as saidas, um decodificador de
endereco ainda pode ser interpretado como um gerador de mintermos ou de maxtermos.
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10.10 Codificador de prioridade

e Um codificador de prioridades é um circuito combinacional com R entradas, numeradas
de Ey a Er_1, onde cada uma delas ¢ associada a uma requisicao.

e Uma requisigao é representada por um valor 16gico/booleano.

e As requisi¢oes sao independentes entre si, podendo ocorrer um total de 0 a R requisi¢oes
simultaneas.

e As prioridades das requisi¢des sao organizadas na ordem crescente ou decrescente dos
numeros das entradas.

e Em uma primeira versdo, o circuito apresenta R saidas. Nesse caso, a saida S, para
0 <k < (R-1), deve assumir um valor 16gico/booleano somente quando houver uma
requisicao na entrada Ej e ela for a de mais alta prioridade no momento, enquanto todas
as demais saidas assumirao o valor légico/booleano complementar.

e Em uma outra versdo, o circuito apresenta N saidas, onde R = 2. Aqui, o padrdo de
valores gerado na saida (interpretado como um endereco), seréd referente a entrada onde
ocorre a requisicao de mais alta prioridade.

10.10.1 Exemplos de projeto de codificador de prioridade
com um nuimero de saidas igual ao niimero de entradas

A seguir, sao apresentados exemplos de projeto de codificador de prioridade com um niimero
de saidas igual ao nimero de entradas.

Codificador de prioridade com 2 entradas e 2 saidas

A Tabela 10.7 apresenta a definicdo de um codificador de prioridade com 2 entradas e 2
saidas, com prioridade crescente.

B[ Eo [ Si] S|
0]0]0]0
0101
1 X[ 1]0

Tabela 10.7: Tabela verdade simplificada do codificador de prioridade com 2 entradas e 2 saidas.

A partir da definicao do codificador, pode-se propor o seguinte equacionamento:

S =1-E =(0) 5

S():E'EOZ(E1>'E0.
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Codificador de prioridade com 3 entradas e 3 saidas

A Tabela 10.8 apresenta a definicdo de um codificador de prioridade com 3 entradas e 3
saidas, com prioridade crescente.
A partir da definicao do codificador, pode-se propor o seguinte equacionamento:

So=1-Ey=(0)-FEs,

SIZFQ'Elz( 2)'E1

SOZE'E'EOZ(E2+E1)'E0-

B [ B [ B[S [ S [ S
00 0]0]0]0
00 1001
0 [1 (X010
I XX 1]0]0

Tabela 10.8: Tabela verdade simplificada do codificador de prioridade com 3 entradas e 3 saidas.

Codificador de prioridade com R entradas e R saidas

A Tabela 10.9 apresenta a definicdo de um codificador de prioridade com R entradas e R
saidas, com prioridade crescente.

(Era - [ B[ B [Eo[Seal- [S]5]5%)
0 | [0]0]0] 0 0]0]0
0 00 1] 0 001
0 01 |X| 0 010
0 1 X[ X | 0 100
I | | X|X|X| 1 |]0]0]0

Tabela 10.9: Tabela verdade simplificada do codificador de prioridade com R entradas e R
saidas.

A partir da definicdo do codificador, pode-se propor o seguinte equacionamento:
Sp-1=1-Ep_1=(0) Ep_1,

Spo=Fr1-Er o= (Er1) Er_s,
Sp3=Fr 1 -Fro Er3=(Er1+Fr2) Egs

Sy=FEp1- -+ Fy-By=(Eg_1+---+E3) - Ey ,
51:m' .E.Elz(ER,1+"‘+E2)'E1
(§ . I
So=Fp1- - By -Ey=(Eg_1+---+F1)-Ey .
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Codificador de prioridade com R entradas e R saidas: solugao modular

O codificador de prioridade com R entradas e R saidas aceita uma solu¢ao modular. Pode-se
propor um bloco funcional basico, a ser utilizado para cada entrada, com a fungao de bloqueio
da requisi¢ao. Um sinal para a indicac¢ao de bloqueio (B) é propagado entre cada par de blocos
consecutivos.

Supondo-se um codificador com prioridade crescente, as entradas do bloco basico sao:
a requisigdo Ej e o sinal de bloqueio By, onde 0 < k < (R—1) e

0 , nao bloqueia a requisicao k.
By = : o
1 , bloqueia a requisicao k.

As saidas do bloco bésico sdo: a requisicao efetiva S; e o sinal de bloqueio By_;.
A Tabela 10.10 apresenta a definicao do bloco basico para o codificador de prioridade com
R entradas e R saidas, modular, com prioridade crescente. Da tabela, conclui-se que

Sk = By, - E},

By1 = (By + E) .

| B | Ei || Sk | Bi |
000 0
0 11| 1
10 0] 1
11 0] 1

Tabela 10.10: Tabela verdade do bloco basico para o codificador de prioridade com R entradas
e R saidas modular, com prioridade crescente.

10.11 Ordenador, separador ou agrupador binario

e O circuito possui N bits na entrada e N bits na saida.

e Os bits da entrada devem ser separados, de tal forma que, na saida, todos os bits de valor 1
sejam agrupados proximos ao MSB (Most Significant Bit) e todos os bits de valor 0 sejam
agrupados proximos ao LSB (Least Significant Bit), ou vice-versa.

e Estruturas modulares de N bits podem ser obtidas a partir de uma célula basica de 2 bits.
A seguir, sdo comentadas a célula basica e duas dessas estruturas modulares.

10.11.1 Célula basica para um separador binario

A célula béasica para um separador binario de N bits é um separador de N = 2 bits. Assim,
um dos dois bits da saida deve receber prioritariamente um dos valores 1 da entrada, enquanto
o outro bit deve receber prioritariamente um dos valores 0 da entrada. Dada uma entrada
E ={X,Y} e uma saida S = {51, S2}, onde S; devera assumir o valor 1 caso haja pelo menos
um valor 1 na entrada e S, s6 devera assumir o valor 1 se houver dois valores 1 na entrada,
podem-se definir os seguintes mapeamentos:
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S1=(X+Y)
So=(X-Y) .

10.11.2 Estrutura modular com isolamento de um bit por vez

Nessa estrutura, os N bits da entrada sdo aplicados a um primeiro conjunto de (N — 1)
células bésicas (CB’s), ligadas em cascata, com o propésito de separar o primeiro dos valores
desejados. Por sua vez, os (N — 1) bits provenientes do primeiro conjunto de CB’s sdo ligados
a um segundo conjunto de (N — 2) CB’s, ligadas em cascata, com o propdsito de separar o
segundo dos valores desejados. Conjuntos similares, com fungoes similares, contendo (N — k)
CB’s, completam a estrutura. O ultimo conjunto, onde k = (N — 1), é formado por uma tnica
CB e separa os dois bits finais. Com essa organizacao, é construida uma estrutura modular,
com o formato de uma matriz triangular, contendo um total de (N — 1)N/2 CB’s. Pode-se
dizer que a estrutura final é uma ligacdo em cascata de conjuntos que sao formados, cada um
deles, por uma ligacao em cascata de CB’s.

10.11.3 Estrutura modular com sucessivas trocas em paralelo

Essa estrutura é formada por uma ligacdo em cascata de N camadas Cy, 1 < k < N, que
sao formadas, cada uma delas, por um conjunto de CB’s que operam em paralelo. Para N
par, as camadas com valores impares de k sdao formadas por (N/2) CB’s, enquanto as camadas
com valores pares de k sdo formadas por [(N/2) — 1] CB’s. Para N impar, todas as camadas
sao formadas por (N — 1)/2 CB’s. Portanto, nesse caso também é empregado um total de
(N —1)N/2 CB’s. A estrutura obtida nessa construgao apresenta a capacidade potencial de
testar e de comutar a posicao de todos os bits da entrada, dois a dois. Assim, um bit que ocupe
uma posicao extrema na entrada pode ser permutado varias vezes até atingir o extremo oposto
na saida. Da mesma forma, os bits em posi¢oes medianas podem ser adequadamente testados
e, se necessario, permutados.

10.12 Deslocadores (shifters)

e O circuito possui N bits na entrada e N bits na saida.

e O padrao de saida é uma versao deslocada do padrao de entrada.

O deslocamento pode ser de qualquer quantidade e para qualquer um dos dois sentidos.

Trés tipos de deslocamento sao comumente implementados:

— Deslocamento légico: as posi¢oes vazias sao ocupadas pelo valor booleano “07.

— Deslocamento aritmético: as posig¢oes vazias sao ocupadas pelo valor booleano da
extremidade mais proxima.

— Deslocamento circular ou rotacao: cada posicao vazia é ocupada pelo valor removido.

O termo barrel shifter é usado tanto para circuitos que implementam apenas a rotacao
como também para aqueles que realizam os demais deslocamentos.
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10.13 Somadores em binario puro

A seguir, sao apresentados somadores de 2 operandos, codificados em binéario puro.

10.13.1 Half-adder (HA)

e Um half-adder é um circuito combinacional com 2 entradas e 2 saidas, todas de 1 bit, que
se comporta como um somador de 2 operandos, onde uma das saidas é o resultado da
soma e a outra é o sinal de “vai-um” de saida (carry out).

e Equacgoes basicas de um half-adder:
Co,=(A-B) .
S=(A4-B)+(A-B)=(A®B) .

10.13.2 Full-adder (FA)

e Um full-adder é um circuito combinacional com 3 entradas e 2 saidas, todas de 1 bit,
que se comporta como um somador de 2 operandos, onde uma das entradas ¢é sinal de
“vai-um” de entrada (carry in), enquanto uma das saidas é o resultado da soma e a outra
¢ o sinal de “vai-um” de saida (carry out).

e Empregando-se diferentes elementos constituintes, diversas implementagoes podem ser
encontradas para um full-adder. Alguns exemplos de tais elementos sdo os seguintes:

— SOP minima:

Co=(A-B)+(A-C))+(B-C;) .
S=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C))+(A-B-C))=(AeB)&C; .
Bloco HA:

C,,=(A-B)=G.
Si=(A@B)=P.
o= (S1-C) = (P-Cy) .
So=(S10C)=(PdC) .
Co=Co +Co, =G+ (P-C) .
S=5=(Pad) .

— Bloco AOI (com diferentes composigoes):

Co=(A-B)+(A-C))+(B-C;))=(A-B)+[(A+ B)-Cj] .
S=(AB-C)+[(A+B+C)-C| =[(A4-B)-C]+ |[(A+ B+ () - T, .
— Multiplexador:

MUX, = (C;- A) +(C; - A) .
MUX; = (B-MUX,) + (A- MUX,) .
MUX5 = (MUX, - MUX;) + (B- MUX,) .

C,=MUX,
Oo == MUXQ
S=MUX;
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10.13.3 Ripple-carry adder (RCA) ou carry propagate adder (CPA)

e Um ripple-carry adder ou um carry propagate adder é um circuito combinacional com
1 entrada de 1 bit, 2 entradas de N bits, 1 saida de N bits e 1 saida de 1 bit. que se
comporta como um somador de 2 operandos de N bits, que recebe um sinal de “vai-um”
de entrada (carry in) e gera um sinal de “vai-um” de saida (carry out), além do resultado
de N bits.

e Na sua forma original, o circuito é modular, sendo formado por uma seqtiéncia de N blocos
do tipo full-adder, interligados pelos sinais “vai-um” de entrada (carry in) e “vai-um” de
saida (carry out) de cada par de blocos, o que justifica o seu nome.

e A facilidade de projeto é contrabalanceada pelo tempo de estabilizacao do resultado, que
¢é lento, uma vez que deve-se esperar pelo tempo total de N propagagoes do sinal de
“vai-um” (carry), acrescido do tempo de operacao do ultimo full-adder.

e Algumas implementacoes do bloco FA necessitam de um inversor tanto na saida C, quanto
na saida S. A remocao desses inversores produz um bloco F'A que apresenta uma reducio
de tempo na geracao do carry. Utilizando-se esse FA modificado para implementar o
somador RCA, pode-se reduzir o tempo de caminho critico do somador, que é o tempo
total de propagacao de carry. Porém, para o correto funcionamento do somador RCA,
inversores extras devem ser anexados. Considerando-se que os operandos sao formados
pelos N digitos Op = [ dy_1 dy_2 -+ di do |, deve-se adicionar um inversor na saida
dos blocos F'A com indice zero e par. Por sua vez, deve-se adicionar um inversor em cada
uma das entradas dos blocos F'A com indice impar. Se N for impar, deve-se acrescentar
um inversor na saida carry out do somador RCA.

10.13.4 Carry lookahead adder (CLA)

e Um carry lookahead adder ¢ um circuito combinacional com 1 entrada de 1 bit, 2 entradas
de N bits, 1 saida de N bits e 1 saida de 1 bit. que se comporta como um somador de 2
operandos de N bits, que recebe um sinal de “vai-um” de entrada (carry in) e gera um
sinal de “vai-um” de saida (carry out), além do resultado de N bits.

e Esse é um dos diversos somadores que busca uma melhoria de eficiéncia através da
diminui¢ao do tempo de caminho critico, associado a propagacao interna do carry.

e O circuito também é formado por uma seqiiéncia de N blocos do tipo full-adder. Porém,
a caracteristica basica desse somador é que a geracao do sinal C, em cada estagio é feita
localmente, ao invés de esperar a propagacao de carry pelos estagios anteriores.

e Supondo-se que o sinal Cj é o carry de ligacao entre os estagios k — 1 e k, as equagoes
originais do somador, para N = 4, sao:

Co = C;

Ci, = Go+ (Fo-
Cy = G+ (Pr-
Cs = Go+ (Ps-
Cy = G3+ (Ps-

Qo0

out -
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e Por sua vez, supondo-se que o sinal S; ¢ a saida do estagio k, as equacoes originais do
somador, para N = 4, sao:

So (Po @ Cp)
S = (PaeCy)
Sy = (P@ ()
S3 = (P3Cs) .

e Para obter a citada aceleracao do tempo de caminho critico, sdo definidas as func¢oes
generate de grupo G.; e propagate de grupo P;.;, definidas a seguir, de tal forma que os
sinais C} sao reescritos como

Cl = G[)“F(P()'OQ)
Go.o + (Foo - Co)

Cy = Gi1+ (P -CY)

Gi1+ (P (Go+ (P - Cy)))
(G1+P1-Go) + (P - Py) - Co
= Guo+ (Puo-Co)

Cy = G2+(P2'C2)
= Go+ (P (Gh+ (P (Go+ (Fy-Ch)))))
= (Go+P-Gi+ PP -Go)+ (Py- P - By)-Cy
= Goo + (Pao - Co)

Cy = Gs+ (P3-Cy)

G+ (P3- (G2 + (P2 (Gi+ (P (Go + (B - Co)))))))
(Gs+P3-Go+P3-Py-Gi+P3-Py- P -Go)+ (Ps- Py- Py Iy) - Co
= G0+ (Po-Co)

onde
Gy = (Ax - By)

Pk = (Ak @Bk) ,

lembrando-se ainda que, para o calculo dos sinais C, pode-se utilizar

B = (AL + By) -
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10.14 Subtratores em binario puro

e A seguir, sao apresentados subtratores de 2 operandos, codificados em binario puro.

10.14.1 Half-subtractor (HS)

e Um half-subtractor é um circuito combinacional com 2 entradas e 2 saidas, todas de 1 bit,
que se comporta como um subtrator de 2 operandos, onde uma das saidas é o resultado
da subtracao e a outra é o sinal de “veio-um” de saida (borrow out).

10.14.2  Full-subtractor (FS)

e Um full-subtractor é um circuito combinacional com 3 entradas e 2 saidas, todas de 1 bit,
que se comporta como um subtrator de 2 operandos, onde uma das entradas é sinal de
“veio-um” de entrada (borrow in), enquanto uma das saidas é o resultado da subtragao e
a outra é o sinal de “veio-um” de saida (borrow out).

10.14.3 Ripple-borrow subtractor (RBS) ou
borrow propagate subtractor (BPS)

e Um ripple-borrow subtractor ou um borrow propagate subtractor é um circuito combina-
cional com 1 entrada de 1 bit, 2 entradas de N bits, 1 saida de N bits e 1 saida de 1 bit.
que se comporta como um subtrator de 2 operandos de N bits, que recebe um sinal de
“veio-um” de entrada (borrow in) e gera um sinal de “veio-um” de saida (borrow out),
além do resultado de N bits.

e Na sua forma original, o circuito é modular, sendo formado por uma seqiiéncia de N
blocos do tipo full-subtractor, interligados pelos sinais “veio-um” de entrada (borrow in)
e “veio-um” de saida (borrow out) de cada par de blocos, o que justifica o seu nome.

e A facilidade de projeto é contrabalanceada pelo tempo de estabilizagdo do resultado, que
¢ lento, uma vez que deve-se esperar pelo tempo total de N propagacgoes do sinal de
“veio-um” (borrow), acrescido do tempo de operacao do ltimo full-subtractor.

10.15 Somadores/subtratores configuraveis (binario puro)

e A seguir, sao apresentados somadores/subtratores configurdveis de 2 operandos, codifica-
dos em bindrio puro.

10.15.1 Full-adder-subtractor

o Um full-adder-subtractor é um circuito combinacional com 3 entradas e 2 saidas, todas
de 1 bit, que se comporta como um somador/subtrator de 2 operandos, de acordo com
uma entrada de configuragdo, onde uma das entradas é sinal de “vai-um / veio-um” de
entrada (carry in /borrow in), enquanto uma das saidas é o resultado da soma/subtracao
e a outra é o sinal de “vai-um / veio-um” de saida (carry in / borrow out).
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e Empregando-se SOP minima, obtém-se:

V,(Op,V;, A, B)

> m(3,5,6,7,9,12,13,15)
(Op-A-B)+(0p-A-B)+(0p-A-V;)+ (0p-A-Vi) + (B Vi)
(Op®A)-B)+ ((Op® A)- V) + (B-V)) .

S(Op, Vi, A,B) = Y m(1,2,4,7,9,10,12,15)

= (A-B-V;)+(A-B-V;))+(4-B-V;) +(A-B-V})
= (AeB)aV,.

e Equagoes genéricas alternativas (com portas logicas):

Vo

~ (((05-4)-8)- )+ (((05-4) + B) 1) +

(o0 )-8) 7) + (((00-7) 4 5) 1)

= (((Op® 4)-B)- Vi) +((Ope A)+B)-Vi) .

e Equacoes genéricas alternativas (com MUX):

MUX, = (Op- A) + (Op-4A) = (Opa A) .

MUX; = ((MUX, - B)-V;) + (MUX, + B) - V) .

Vo=MUX, .

10.16 Incrementador e decrementador em binario puro

e Os circuitos incrementador e decrementador sao versoes simplificadas dos circuitos
somador e subtrator, respectivamente.

e Eles adicionam ou subtraem, respectivamente, uma unidade ao bit menos significativo
(LSB) do operando a ser incrementado ou decrementado.

e Assim sendo, pode-se adotar um projeto por uso de blocos pré-existentes.

e Por exemplo:

— Um incrementador pode ser obtido de um ripple-carry adder baseado em full-adder,
aplicando-se Ops = [00 --- 00] =0 e C;, = 1, além de realizar as conseqiientes
simplificagoes no circuito.

— Um decrementador pode ser obtido de um ripple-borrow subtractor baseado em full-
subtractor, aplicando-se Opy = [00 --- 00| =0 e B;, = 1, além de realizar as
consequentes simplificagoes no circuito.

— Um decrementador pode ser obtido de um ripple-carry adder baseado em full-adder,
aplicando-se Opy =[11 --- 1 1] = —1e C;, =0, além de realizar as conseqiientes
simplificagoes no circuito.
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10.17 Complementadores

e A seguir, sao apresentados dois exemplos de conversores de cddigos numéricos.

10.17.1 Complementador-a-1 (bitwise implementation)

e Um complementador-a-1 é um circuito combinacional com N entradas e N saidas, que
realiza a conversao entre os codigos numéricos binario puro e complemento-a-1.

e Uma vez que, nessa conversao, as operagoes sobre os bits sao independentes, um projeto
modular elementar pode ser adotado.

e Para um complementador incondicional, sdo necessarios apenas inversores.

e Para um complementador condicional, utiliza-se a porta loégica XOR como bloco basico.

10.17.2 Complementador-a-2

e Um complementador-a-2 é um circuito combinacional com N entradas e N saidas, que
realiza a conversao entre os c6digos numéricos binario puro e complemento-a-2.

e Uma vez que, nessa conversao, as operagoes sobre os bits nao sao independentes, diferentes
técnicas podem ser adotadas, as quais sao abordadas a seguir.

Complementador-a-1 + somador em binario puro

e Nesse caso, um complementador-a-2 é implementado usando um circuito complementador-
a-1 em conjunto com um circuito somador em binario puro. Por sua vez, o circuito
somador pode ser formado por somadores béasicos de dois operandos ou pode ser apenas
um incrementador.

Decrementador com saidas invertidas

e Para um complementador-a-2 incondicional, pode-se adotar um decrementador com as
saidas invertidas. Isso é matematicamente comprovado por

(@ =2"—lal =2" =1+ 1—]g[ =2" =1~ (l¢| = 1) = (g = D¢, -
Complementador-a-2 puro (bit-scanning implementation)
e Nesse caso, um complementador-a-2 é implementado usando um projeto modular.

e E realizada uma varredura do bit menos significativo (LSB) para o mais significativo
(MSB). Enquanto nao for encontrado o primeiro bit com valor “1”, os bits com valor “0”
sao mantidos. Ao encontrar-se o primeiro bit com valor “17, este também é mantido. A
partir dai, todos os demais bits tém os seus valores invertidos.

e No caso de um complementador incondicional, o médulo k& recebe o bit By e um sinal
Fy_1 que indica se o primeiro valor “1” ja foi encontrado, gerando o bit complementado
C}. e o novo sinal Fj,.

e No caso de um complementador condicional, pode-se adotar duas solugoes basicas. Na
primeira delas, é utilizado o complementador incondicional, com uma porta légica AND
externamente adicionada a cada modulo, para controlar a propagacgao do sinal de varredura
F'. A outra incorpora o sinal de controle diretamente no projeto do médulo.
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10.18 Multiplicadores em binario puro

e A seguir, é apresentada uma possivel implementacao modular para um multiplicador de
2 operandos, em binario puro.

10.18.1 Multiplicador de 1 bit

e E facilmente demonstravel que um multiplicador de 2 operandos de 1 bit pode ser imple-
mentado por uma porta légica AND.

10.18.2 Multiplicador de N bits

e Utilizando-se um projeto modular, pode-se mostrar que um multiplicador de 2 operandos
de N bits pode ser implementado usando apenas multiplicadores de 1 bit e full-adders.

10.19 Detector de overflow em adicao de valores
codificados em complemento-a-2

Em implementagdes com aritmética de ponto fixo e tamanho de palavra finita, o resultado
da adigao de valores codificados em complemento-a-2 pode nao ser representavel, caracterizando
uma situagao de overflow.

A ocorréncia de overflow pode ser detectada analisando-se alguns dos sinais externos ao
bloco somador.

Conforme discutido em 9.6.3, a Equagao (9.50) define uma possivel forma de detecgao, que
é dada por

OF = (dot - dig - dea) + (it - do - doa)

onde OF, dg, dg e dgs representam o sinal indicativo de overflow e os digitos de sinal do
operando 1, do operando 2 e do resultado da adicao, respectivamente.

10.20 Saturador (valor codificado em complemento-a-2)

Em implementacoes com aritmética de ponto fixo e tamanho de palavra finita, é comum a
ocorréncia de overflow.

O tratamento mais comumente empregado é a saturacdo do valor em overflow no valor
méximo representéavel, positivo (0111 --- 111 ) ounegativo (1000 --- 000).

Em alguns casos, onde é exigido que os dados sejam interpretados como sendo estritamente
menores que a unidade (|z| < 1), a solugao é a saturagao do valor em overflow no valor maximo

representavel imediatamente menor que a unidade, positivo (0111 --- 1 1 1) ou negativo
(1000 ---001).
Considerando-se uma representacao dada por [ By_y By_o By_3 -+ By By By ], e uma

variavel para selecao do tipo de saturagao t_sat, de tal forma que t__sat = 0 significa saturacao
em valores maximos e t__sat = 1 significa saturagdo em valores maximos menores que a unidade,
pode-se mostrar que um conjunto de equagoes que implementam tal solugao é dado por

Sn-1 = (W : ENA) + (OF : m) )

Sy = (OF - Ey) + (OF - Ex_,)
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Sy = (WEO) + (OF - Ex_1) + (OF - t_sat) ,

onde OF, E e S, significam, respectivamente, um sinal de indicagao de overflow, a entrada e a
saida, bem como (N —2) <k < 1.

10.21 Comparadores da quantidade de digitos

e A seguir, sdo apresentados exemplos de circuitos combinacionais utilizados para a com-
paracao da quantidade de digitos em operandos.

10.21.1 Comparador da quantidade de digitos em um operando

e Dado um operando, com N digitos, o circuito fornece 3 saidas, que indicam se o nimero
de valores “0” é menor, igual ou maior que o nimero de valores “1”.

10.21.2 Comparador da quantidade de digitos em dois operandos

e Dados 2 operandos, com N digitos cada, o circuito fornece 3 saidas, que indicam se o
numero de valores “0”, ou “1”, no operando Op; é menor, igual ou maior que no operando

Opg .

10.22 Comparadores numéricos de dois operandos

Supondo-se dois nimeros, x e y € N, codificados em binario puro, com N digitos, os mesmos
podem assumir valores na faixa [0; (2" — 1)]. Deseja-se compara-los e gerar trés sinais bindrios
que indiquem as seguintes condigoes: © <y, r =y e x > y.

A seguir, sdo discutidas uma técnica para identificacdo de igualdade e trés técnicas que
podem ser usadas no projeto de um comparador genérico.

10.22.1 Identificador de igualdade

Para que duas cadeias de valores binarios sejam iguais, elas devem ser iguais digito a digito.
A igualdade entre dois digitos pode ser testada com o operador XNOR (zy, yx). Portanto, a
igualdade entre duas cadeias de N digitos pode ser testada por meio da seguinte relacao:

I(z,y) = I(zn-1,yn—1) AND -+ I(z1,y1) AND I(20,Yyo)
= ([L‘N_l XNOR yN—l) AND --. (171 XNOR yl) AND (Ig XNOR yo) .
(10.30)

A Equagao 10.30 pode ser implementada de forma modular (bit scanning), considerando-se
que os modulos sejam definidos por

Iz, yx) = (xx XNOR y) AND I(Zps1, Yrs1)

para (N —1) <k <0e I(xy,yn) = 1.
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10.22.2 Projeto modular (bit scanning)

Nesse caso, os digitos dy de z e de y sdo comparados um a um, do mais significativo (dy_1)
até o menos significativo (dp), empregando-se N blocos comparadores de digitos.

Além dos digitos x}. e yx, o bloco comparador dos digitos dj deve receber também outros dois
sinais (S1,,, e Sa,,,), provenientes da comparacao realizada no bloco de posigao k + 1. Como
resultado, ele deve gerar dois novos sinais equivalentes (S, e Sy, ), relativos a sua comparagao,
que deverao ser fornecidos ao bloco de posi¢ao k — 1.

Os dois sinais de entrada do bloco de posi¢do k = (N — 1) representam os dois sinais de
entrada do comparador, devendo ser escolhidos adequadamente.

Os dois sinais de saida do bloco de posicao k = 0 representam os dois sinais de saida do
comparador, de tal forma que S; = S;, e S = Sy,.

O terceiro sinal de saida do comparador (S3) pode ser obtido pela combinacao adequada
dos outros dois.

Os sinais S e Sy podem ser escolhidos dentre as seguintes opgoes:

. Si=(x<y)eSy=(r=uy),onde S, =0e S, =1

2. 51=(x<y)eSy=(xr>y),onde S;, =0e Sy, =0.

3. S1=(x=y)eSy=(x>y),onde S, =1e Sy, =0.
Em seguida, o sinal S5 pode gerado por

Opgao 2: L=S1=(z<y); G=5 = (z>y)

A Tabela 10.11 apresenta a Tabela Verdade do médulo basico de comparagao.
A Tabela 10.12 apresenta o Mapa de Karnaugh para o sinal Gy.

A Tabela 10.13 apresenta o Mapa de Karnaugh para o sinal L.

Dos mapas de Karnaugh, podem-se obter as seguintes formas minimas:

Gr=Grq + (SEk Yk - Lk+1)
Ly =Lp+ (Tkyk TH) :

Opgao 3: E=S1=(x=y); G=5=(x>y)

A Tabela 10.14 apresenta a Tabela Verdade do médulo béasico de comparagao.
A Tabela 10.15 apresenta o Mapa de Karnaugh para o sinal Gy.

A Tabela 10.16 apresenta o Mapa de Karnaugh para o sinal Ej.

Dos mapas de Karnaugh, podem-se obter as seguintes formas minimas:

Gr = G + (T - Tk - Epgr)

Ey = @k U+ Ex1) + (@0 Y - Biy)
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Tabela 10.11: Tabela Verdade do médulo bésico de comparacao. Sinais maior (G) e menor (L).

Grs1 Ly
00|01 |11] 10
0[0[0|X]1
zryr 0L] 0] 0| X |1
1100 |X|1
0[1]0X][1

Tabela 10.12: Mapa de Karnaugh para o sinal G do médulo basico de comparacao.

Gry1 L
00| 01|11 10
00|01 X]0
117101 []X]|0
0101 [X]0

Tabela 10.13: Mapa de Karnaugh para o sinal L; do modulo basico de comparacao.
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Tabela 10.14: Tabela Verdade do médulo basico de comparagao. Sinais igual (E) e maior (G).

Gr1 Epa
000111110
00| 0|0 | X |1
1110 10| X |1
101 0 1 [ X |1

Tabela 10.15: Mapa de Karnaugh para o sinal GG, do médulo béasico de comparacao.

Gk+1 Ek—‘rl
00 |01 |11 |10
0|01 ]X]0
1mmjo|1]X|0
10010 | X |0

Tabela 10.16: Mapa de Karnaugh para o sinal £} do médulo béasico de comparagao.
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10.22.3 Projeto usando a técnica de complemento

A comparagao numérica aqui abordada é realizada com padroes binarios interpretados como
nimeros nao negativos, sem codificacao adicional. Porém, a técnica de codificagdo por comple-
mento, usada na representacao de nimeros negativos, pode ser empregada na implementacao
de um comparador. Isso é discutido a seguir.

Uso de complemento a 1

Na codificagdo por complemento a 1, o valor do médulo de codificacdo para um niimero
bindrio com N digitos vale Vi, = (2 — 1), que é o maior valor representével V;,,,. Dados
os nimeros = ¢ y, o seu complemento a 1 pode ser definido por z¢1 = (Vinode, — ) € por
Yo1 = (Vinode, — V), respectivamente.

Realizando-se a operagao 7., = y+2c1 = Y+ Vinode, =) = Vinodey +(Y—2) = Vipao+(y—2),
pode-se observar que, se y < x entao ryy., < Ve, € que, se y > x entao 7yen, > Ve
Portanto, se o sinal de carry out do somador for igual a 0 ou a 1, tem-se que y < z ou y > x,
respectivamente.

Da mesma forma pode-se realizar a operacao 1.y, = +yc1 = T+ Viodes —Y) = Vinode, +
(x — y) = Vinae + (x — ), verificando-se as condigoes z < y ou = > y.

Finalmente, pode-se verificar se x = y, utilizando-se os dois resultados anteriores.

Uso de complemento a 2

Na codificagdo por complemento a 2, o valor do médulo de codificacdo para um nimero
binario com N digitos vale V,,,04., = 2NV = V42 +1. Dados os ntimeros z e ¥, o seu complemento
a 2 pode ser definido por o2 = (Vinode, — ) € POT Yoz = (Vinode, — Y), respectivamente.

Realizando-se a operacao 7ype, = ¥+ T2 = ¥ + Viwdes — %) = Vinode, + (Y — ) =
Vinae + 1+ (y — x), pode-se observar que, se y < x entao Tyzos < Vmaz, € que, se y > x entao
Tyzes > Vmaz. Portanto, se o sinal de carry out do somador for igual a 0 ou a 1, tem-se que
y < x ouy > x, respectivamente.

Da mesma forma pode-se realizar a operacao r,y., = &+ Y2 = T+ Vinodoy — ¥) = Vinodes +
(x —y) = Vinaz + 1 + (z — y), verificando-se as condigdes x < y ou x > y.

Finalmente, pode-se verificar se x = y, utilizando-se os dois resultados anteriores.
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Capitulo 11

Circuitos seqiienciais: conceitos basicos

11.1 Introducao

e Circuitos combinacionais X circuitos seqiienciais.
e Circuitos combinacionais sao sistemas instantaneos ou sem memoria.
e (lircuitos seqiienciais sao sistemas dinamicos ou com memoria.

e Por serem sistemas instantaneos, os circuitos combinacionais respondem sempre da mesma
forma, em qualquer momento, para os mesmos valores das variaveis de entrada.

e Por sua vez, por serem sistemas dinamicos, dependendo da informacdo que se encontre
armazenada, os circuitos seqiienciais podem responder de formas diferentes, em diferentes
momentos, para os mesmos valores das variaveis de entrada.

e Circuitos seqiienciais também podem ser denominados de maquinas de estados ou de
autématos.

11.2 Estados e variaveis de estado

e Uma vez que eles sao capazes de armazenar energia, os sistemas dinamicos podem apre-
sentar diversas configuracoes energéticas diferentes, denominadas estados.

e Uma medida do estado de um sistema, em um instante de tempo ¢t = ¢, sdo os valores
assumidos por todas as variaveis do sistema, em t = ¢,,.

e Interpretando-se o conjunto de todas as varidaveis de um sistema como um espago vetorial,
pode-se selecionar um conjunto minimo de variaveis para formar uma base para esse
espaco. Uma vez que, a partir da base, podem ser obtidas todas as demais variaveis e,
portanto, pode-se caracterizar o estado do sistema, as variaveis da base sdo denominadas
variaveis de estado do sistema.

e Dessa forma, uma definicao classica para estado e variaveis de estado é: “O estado de
um sistema, em qualquer instante de tempo t = t,, é o menor conjunto de variaveis
(denominadas variaveis de estado), calculadas em ¢ = t,, suficiente para determinar o
comportamento do sistema para qualquer instante de tempo ¢t > t,,, quando a entrada do
sistema é conhecida para t >t,".
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11.3 Tipos de variaveis e sua interacoes

e Serd considerado que todas as variaveis do circuito sao booleanas.

e Assim sendo, os valores das variaveis podem ser interpretados como:

Nivel: a informagao é representada pelos niveis légicos das varidveis boolenas (0 e
1). Cada nivel representa um evento.

Borda: a informagao é associada a seqiiéncia de niveis 0 e 1 (borda positiva) ou a
sequiéncia de niveis 1 e 0 (borda negativa). Cada borda representa um evento.

Transigao: a informagao é associada a troca de niveis 0 para 1 (transigdo positiva)
ou a troca de niveis 1 para 0 (transicdo negativa). Cada transi¢do representa um
evento.

Pulso: a informacao é associada a seqiiéncia de niveis 0 e 1 e 0 (pulso positivo) ou
a seqiiéncia de niveis 1 e 0 e 1 (pulso negativo). A duracgdo do valor intermediario
da seqiiéncia é denominada de largura do pulso (pulsewidth) e deve ser pequena em
relacdo aos tempos envolvidos. Cada pulso representa um evento.

e Para alguns tipos de circuitos, as interacoes entre sinais dos tipos nivel e pulso sao de
particular interesse. A Tabela 11.1 resume as possiveis interacoes, considerando-se as
operacoes logicas AND e OR. Os resultados indicam que, para tais operacoes, alguns tipos
de interacoes produzem resultados indeterminados. Portanto, no projeto de sistemas com
sinais pulsados, tais resultados devem ser levados em consideracao.

| A | B | AB | A+B |
’ Nivel ‘ Nivel H Nivel H Nivel ‘
Nivel Pulso Positivo || Pulso Positivo || Indeterminado

Pulso Positivo | Pulso Positivo || Indeterminado || Pulso Positivo

Nivel Pulso Negativo || Indeterminado | Pulso Negativo
Pulso Negativo | Pulso Negativo || Pulso Negativo || Indeterminado

’ Pulso Positivo \ Pulso Negativo H Indeterminado H Indeterminado

Tabela 11.1: Tipos de interagoes entre sinais dos tipos nivel e pulso.
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11.4 Modelo genérico para circuitos seqiienciais

Os circuitos seqiienciais podem ser classificados de diversas formas. A Figura 11.1 apresenta
um modelo genérico para circuitos seqiienciais, onde:

e r,cx,i=1,2 .- L, sao as variaveis de entrada ou variaveis de entrada principais.

e z; €z, 1=1,2,--- M, sdo as variaveis de saida ou variaveis de saida principais.

e YV, cY i=1,2,---, P, sao as variaveis de excitagao ou variaveis de saida secundarias.
e y, €y, 1=1,2,---, R, sdo as variaveis de estado ou variaveis de entrada secundarias.

X L M V4
Fungao
Combinacional
y R P Y

Geragao e Armazenamento

das Variaveis de Estado

Figura 11.1: Modelo genérico para circuitos seqtienciais.

Considerando-se que a variavel tempo faz parte da definicao do fluxo de operacao dos
circuitos seqiienciais, pode-se dizer que:

e Tratando-se de um tempo discretizado (sinal amostrado), cada intervalo de tempo con-
secutivo At é considerado um tnico “instante de tempo” n.

(t,) ou (n) é o instante atual, (¢,_1) ou (n — 1) é o instante anterior e (t,+1) ou (n+1) é
o proximo instante.

e v" é o valor atual de v, v"~1 é o valor anterior de v e v(®*1) é o préximo valor de v.

O conjunto das variaveis y' é denominado estado atual.
e Por sua vez, o conjunto das variaveis z' e yI' é dito estado atual total.

Da Figura 11.1, podem-se definir as seguintes relagoes combinacionais:

Z‘n:f’i(x?a"' 7x7ll,ay?7"' ,?/z),lz 1727"' 7M (111)

)

Y’]”:f]<x?, 7xzay?7"' 7yﬁ)7]: 1727"' 7P7 (112)

bem como a seguinte relacao seqtiencial:

yl’rgH_l :fk(iflna 7Y£):gk($?, ax?ﬂy?f" ay?:.’,)7 k:1727 7R' (113)
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O bloco denominado Fungao Combinacional é um circuito combinacional que, de acordo
com a viabilidade de custo, pode ser implementado através de portas logicas individuais,
memérias ROM (Read-Only Memory) ou circuitos PLA (Programmable Logic Array).

O bloco de memoria denominado Geracao e Armazenamento das Variaveis de Es-
tado representa um dispositivo genérico de meméria (flip-flop, banco de memoria, atrasos de
propagagao).

A funcdo do bloco de meméria ndo é simplesmente armazenar Y;" na forma de y?™'. Pelo
contrario, a sua fungao € mais complexa. De uma forma geral, a partir dos P valores Y;" devem
ser gerados os R valores y} ™, os quais, entdo, serdo retidos (latched) ou armazenados (stored).

Asrelagoes que definem o fluxo de operagao dos circuitos seqiienciais, Equagoes (11.1) a (11.3),
podem ser tabeladas, como ilustram as Tabelas 11.2 a 11.5. As Tabelas 11.4 e 11.5 representam
apenas as formas compactas das Tabelas 11.2 e 11.3, respectivamente. As tabelas na forma
expandida sao mais utilizadas em ferramentas de software, enquanto as versdes compactas sao
mais encontradas nos textos relativos ao assunto.

’ estado atual \ entrada atual H excitacao atual H saida atual ‘
L r-y)" | @pex)” [ (Ve V)" [ (eweco2)” |

Tabela 11.2: Excitacao e saida em funcao de estado e entrada: forma expandida.

’ estado atual \ entrada atual H préximo estado H saida atual ‘
| ey | Grex)" || (yreoy)™ | G z)” |

Tabela 11.3: Estado e saida em funcao de estado e entrada: forma expandida.

estado atual excitagao atual saida atual
(yr-- )" Yp---Y7)" (zar - 21)" entrada atual

Tabela 11.4: Excitagao e saida em func¢ao de estado e entrada: forma compacta.

estado atual préximo estado saida atual
(YR )" (yr- -y (2a - 21)" entrada atual
0...0 o« e ]_...]_ 0...0 “ e ]_...1 (_(I‘L...xl)n

Tabela 11.5: Estado e saida em func¢ao de estado e entrada: forma compacta.
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11.5 Classificacao quanto a dependéncia do sinal de saida

e De uma forma geral, nos circuitos seqiienciais, as variaveis de saida z' dependem direta-
mente das variaveis de estado yy; e das variaveis de entrada 7.

e Porém, em alguns casos, as variaveis de saida 2" dependem diretamente das varidveis de
estado yy, mas indiretamente das variaveis de entrada x7.

e Maquinas (circuitos) de Mealy e de Moore.

e Maquinas de Mealy: 2" = f;(a7,--- 2,97, ,yRp), i =1,2,--- | M.

n n

e Maquinas de Moore: 2" = f;(y}, - ,y}), i =1,2,--- , M.

e As Figuras 11.2 e 11.3 apresentam, respectivamente, um exemplo de maquina de Mealy
e um exemplo de maquina de Moore.

e Geralmente, as maquinas de Mealy sao implementadas por circuitos mais simples do que
as maquinas de Moore.

e Por outro lado, nas méaquinas de Moore, em conseqiiéncia de sua definicdo, os valores
dos sinais de saida permanecem constantes entre dois estados consecutivos. Portanto,
torna-se mais simples controlar a interacao entre diversos blocos de circuitos desse tipo.
Pela mesma razao, é mais facil acompanhar a evolugdo dos estados do circuito, o que
simplifica a depuragao de erros.

X0 o

— >
s

Yo YO

Geragao e Armazenamento ||

das Variaveis de Estado

Figura 11.2: Exemplo de maquina de Mealy.

TET / UFF



208

Capitulo 11. Circuitos seqiienciais: conceitos basicos

X1

¥1

m—p
[ o

Yo

Geragao e Armazenamento ||

das Varidveis de Estado

Figura 11.3: Exemplo de maquina de Moore.

11.6 Classificacao quanto ao tipo de controle

da mudanca de estado

Na literatura, sao encontradas varias denominagoes diferentes para designar os diversos tipos
de circuitos seqiienciais existentes. A nomenclatura aqui utilizada sera a seguinte: Clock-mode
ou clocked, Pulsed, Level-mode. Tais classes sao brevemente descritas a seguir.

11.6.1 Circuitos seqiienciais clock-mode ou clocked

A Figura 11.4 ilustra um modelo genérico para circuitos seqiienciais clock-mode.
Todas as variaveis carregam informacao nos niveis.

As variaveis de estado sdo modificadas apenas pela agdo de um sinal pulsante, com fun¢ao
de temporizagdo ou de controle, comumente denominado de reldgio (clock).

Apesar de ser um sinal pulsante, ndo é necessario que o clock seja periddico.

O sinal de clock nao carrega qualquer tipo de informacao. Ele s6 determina quando havera
mudanca de estado.

As varidveis de excitagdo, em conjunto com os elementos de armazenamento, determinam
qual serd a mudanca de estado.

As variaveis de entrada devem estar estaveis quando da atuacao do clock.

Um clock atuando em t,,, com x", 2", e Y" estaveis, provoca uma mudanca de estado de
yn para yn—‘rl‘

O circuito deve estar estavel entre dois pulsos de clock. Assim, o que limita a freqiiéncia
maxima de operacao do circuito ¢, basicamente, a soma do tempo de estabilizacao da
memoria com o tempo de propagacao maximo do circuito combinacional.
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e De certa forma, um circuito seqiiencial clock-mode pode ser interpretado como um caso
particular de circuitos seqiienciais pulsed.

Fungao

Combinacional

Geragao e Armazenamento

das Variaveis de Estado

1
Controle de mudanca de estado ——~—

Figura 11.4: Modelo genérico para circuitos seqiienciais clock-mode.

11.6.2 Circuitos seqiienciais pulsed

e A Figura 11.5 apresenta um modelo genérico para circuitos seqiienciais pulsed.
e Nao ha um sinal pulsante de clock separado, sem informacao.

e A mudanca de estado ocorre pela atuacao de um pulso em um sinal de entrada.

X L M zZ
Fungao
Combinacional
y R P Y
=
Geragao e Armazenamento

das Variaveis de Estado

|
|
|
Controle de mudanca de estado — — — _

Figura 11.5: Modelo genérico para circuitos seqiienciais pulsed.

TET / UFF



210

Capitulo 11. Circuitos seqiienciais: conceitos basicos

11.6.3 Circuitos seqiienciais level-mode

Na Figura 11.6 pode ser visto um modelo genérico para circuitos seqiienciais level-mode.

A realimentagao das variaveis de excitagao Y;, gerando as variaveis de estado y;, é realizada
de forma continua, ao contrario das demais classes, onde a mesma ¢é controlada.

A mudanca de estado ocorre pela atuagao de niveis dos sinais de entrada.

Caso particular: operagao em modo fundamental, onde uma mudanga de nivel s6 pode
ocorrer ap6s a mudanca de nivel anterior ter levado a maquina a um estado estavel.

Assim como nos demais classes: y,’j“ = (YY), k=1,2,--- |R.
Mais especificamente, neste caso: P = R e y(t + Aty) = Yi(t), k=1,2,--- , P.

Os atrasos Aty que implementam o bloco de meméria nao sdo blocos de retardo isola-
dos. Eles representam a concentragao de atrasos de propagacao existentes no circuito
combinacional.

X L M z
Fungao
Combinacional
y P P Y
At
[ ) [ )
Atp

Figura 11.6: Modelo genérico para circuitos seqiienciais level-mode.
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Capitulo 12

Elementos basicos de armazenamento

12.1 Introducao

e Se toda a informagao presente em um circuito seqiiencial for expressa por meio de valores
binarios, os elementos basicos de armazenamento deverao ser dispositivos capazes de
armazenar variaveis booleanas.

e Assim, os requisitos basicos para tais dispositivos sao:

Capacidade de representar os valores logicos “0” e “17”.

Possibilidade de representar apenas os valores logicos “0” e “17”.

Capacidade de travar (latch) os valores légicos “0” e “1” por tempo indeterminado.

Capacidade de decidir sobre o valor logico a ser armazenado, a partir de sinais de
acionamento.

e Os requisitos acima definem um dispositivo com dois estados, estaveis, cuja mudanca de
estados é disparada (triggered) por sinais de ativagdo especificos.

e Tecnicamente, tal dispositivo ¢ denominado de multivibrador biestavel.

e Popularmente, embora nao haja um consenso sobre a classificacao dos dispositivos, sao
empregadas as denominagoes latch e flip-flop.

e Um dispositivo multivibrador biestavel pode ser implementado através de circuitos analégi-
cos, utilizando-se transistores, resistores e capacitores.

e Por outro lado, é possivel obter uma implementacao dita digital, utilizando-se apenas
portas logicas como elementos primitivos.

e Do ponto de vista de integragao do sistema (lgica combinacional + l6gica seqiiencial),
a implementacao digital pode ser interpretada como a mais adequada para o projeto de
sistemas digitais, uma vez que utiliza portas légicas como elementos primitivos.

e Deve ser ressaltado que, pela sua propria caracterizagao, os elementos basicos de ar-

mazenamento, implementados de forma digital, sao circuitos seqiienciais elementares, do
tipo level-mode.
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12.2 Classificacao quanto a funcionalidade

e No tocante a funcionalidade, existem quatro tipos basicos de flip-flops: SR, JK, D e T.

e Dependendo do tipo de implementagao do dispositivo e dos sinais de ativacao existentes,
diversas variagoes desses quatro tipos basicos podem ser definidas e implementadas.

e Independentemente das possiveis variacoes, a funcionalidade basica de cada um dos quatro
tipos citados pode ser representada pelas seguintes equagoes, onde X" representa o valor
da varidvel X no instante ¢, e X" representa o valor da varidvel X no instante seguinte

tn+1:

— Flip-flop SR:
n+l __ n Dn . N n ., pn\ _
Q*—(S)+(R Q) , para (S"-R") =0 (12.1)
Indeterminado , para S"=R"'=1
— Flip-flop JK:
QU= (@) + (K- Q) (12.2)
— Flip-flop D:
Q"' =D" . (12.3)
— Flip-flop Ti:
Q= (12.)
— Flip-flop T5:
Q" = (1"-Q) + (T"-Q") . (12.5)

e As operagoes bésicas, associadas as Equagoes (12.1), (12.2), (12.3) e (12.5), podem
ser mais facilmente identificadas através de suas respectivas tabelas, apresentadas na
Figura 12.1.

o As variaveis S, R, J, K, D e T representam os sinais de entrada, enquanto a variavel @)
representa o sinal de saida dos respectivos flip-flops.

e Das equagoes apresentadas, e de suas respectivas tabelas, torna-se natural o significado
da nomenclatura dos sinais: Q) (Quiescent), SR (Set-Reset), D (unit Delay) e T' (Toggle).

e A nomenclatura JK surgiu historicamente, sem qualquer relagdo com a sua funcionali-
dade.
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S| R QnJrl Jr | K" Qn+1
010 Q" 010 Q"
0] 1 0 01 0
110 1 1 0 1
1 1 | proibido 1 1 Q"

DE Qn—i—l " Qn+1
0 o 0] @
1 1 1| Q

Figura 12.1: Tabelas de operagao basica para os flip-flops SR, JK, D e Tj.

12.3 Relacionamento entre os tipos basicos de flip-flops

e Observando-se as equagoes dos tipos basicos de flip-flops, e suas respectivas tabelas, pode-
se notar um estreito relacionamento entre eles.

e Alguns desses relacionamentos podem ser estabelecidos sem o emprego de realimentagcao,
o que acontece nos casos de um flip-flop com mais funcionalidade para um flip-flop com
menos funcionalidade.

e Os casos contrarios requerem que o flip-flop seja realimentado.
e Inicialmente, pode-se estabelecer as seguintes relagoes entre os flip-flops SR, JK, D e T:

— Para as combinagoes de entrada “00”, “01” e “10”, os flip-flops SR e JK possuem o
mesmo comportamento.

— O flip-flop JK amplia a operacao do flip-flop SR, implementando uma funcionalidade
para a combinacao de entrada “11”.

— O flip-flop JK, com as entradas J = K =1 ou J = K =T, é equivalente ao flip-flop
T, de acordo com as Equagoes (12.4) e (12.5), respectivamente.

— Por sua vez, um flip-flop D pode ser implementado a partir de flip-flops SR ou JK,
seS=DeR=SouseJ=DeK = J, respectivamente.

— Um flip-flop T} pode ser implementado a partir de um flip-flop T5, fazendo-se T' = 1.

— A partir de um flip-flop D pode-se implementar um flip-flop T, adotando-se D = Q
ouD = (T . @) + (T . Q), conforme as Equagoes (12.4) e (12.5), respectivamente.

e A Tabela 12.1 apresenta um resumo de transformagoes envolvendo flip-flops dos tipos
SR, JK, D, e T, utilizando suas entradas e saidas como variaveis de projeto. As opgoes
marcadas com (*) indicam a impossibilidade desse tipo de projeto, uma vez que o flip-flop
do tipo T nado possui entrada de dados. Existe apenas um sinal de sincronismo (CTRL ou
CK) que controla a sua operagao. Sendo assim, uma solugao diferente deve ser proposta,
a qual atue sobre tal sinal de controle.
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Transformacao Tipo de arquitetura
desejada Sem realimentacao Com realimentagao

JK — SR | Nao aplicar: J =K =1 —
JK — D J=D J
JK — T} J =
JK — T, J

SR — JK — S=(J-
D — JK — D= (J-
T — JK ™
T, — JK — T=(J-

SR— D S=D:R=2S5 —
SR — T — S:(T@),

D — SR — D= (S)+(R-Q)
T, — SR (*) (
T, — SR — T=(5S-Q)+(R-Q)

D — T — D=0
D — T, — D= (T Q)+

n—D (%) (G
T, — D — T=D-Q)+D-Q)

T — Ty ) )

T — T T=1 —

Tabela 12.1: Transformacoes envolvendo flip-flops dos tipos JK, D, T} e Ts.
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12.4 Mapas de excitacao dos flip-flops
e Uma outra forma de descrever a operacao de um flip-flop é através do tipo de excitagao
que deve ser aplicado nas suas entradas a fim de provocar uma determinada variacao na

sua saida. Tal forma de descricao é denominada mapa de excitagao.

e A Figura 12.2 apresenta os mapas de excitagao para os flip-flops SR, JK, D e T5.

Q" - QSR Q" - QK"
0 — 0 0| X 0 — 0 0| X
0 —» 1 1 0 0 — 1 1 | X
1 — 0 0 1 1 —- 0 X |1
1 — 1 X |0 1 - 1 X 1| 0
0 —- X X | X 0 - X X | X
1 - X X | X 1 - X X | X
Q- QD] Q- QT

0 — 0 0 0 — 0 0
0 — 1 1 0 — 1 1
1 —- 0 0 1 — 0 1
1 - 1 1 1 - 1 0
0 - X X 0 —» X X
1 » X X 1 - X X

Figura 12.2: Mapas de excitagdo para os flip-flops SR, JK, D e T5.

12.5 Tipos de comportamento das saidas dos flip-flops

e Os tipos de comportamento que a saida de um flip-flop pode apresentar, de um instante
de tempo (t,) para o instante de tempo seguinte (t,41), sdo definidos na Tabela 12.2.

’ Qr — Q! H Simbolo H Tipo de Comportamento ‘
0 — 0 0 Estatico
0 — 1 o Dinamico
1 = 0 153 Dinamico
1 = 1 1 Estatico
0 —»- X X Indeterminado
1 - X X Indeterminado

Tabela 12.2: Defini¢ao dos tipos de comportamento apresentados pela saida de um flip-flop.
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12.6 Excitacao x comportamento

e As tabelas da Figura 12.3 associam os tipos de comportamento da saida as respectivas
excitagdes que as entradas devem sofrer, para os flip-flops SR, JK, D e T5.

| Q" — Q"' | Variagdo | S" | R" | | Q" — Q"' | Variagdo || J" | K" |
0 — 0 0 0| X 0 — 0 0 0| X
0 — 1 o 1 0 0 — 1 « 1 | X
I = 0 3 01 T = 0 3 X1
1 = 1 1 X 1|0 1 — 1 1 X 0
0 —» X X X | X 0 — X X X | X
1 » X X X | X 1 - X X X | X
| Q" — Q"™ | Variagdo || D" | Q" — Q"™ [ Variagdo | T" |

0 — 0 0 0 0 — 0 0 0

0 — 1 « 1 0 — 1 « 1

1 — 0 6] 0 1 = 0 I5; 1

1 — 1 1 1 1 — 1 1 0

0 — X X X 0 —» X X X

1 - X X X 1 —» X X X

Figura 12.3: Tipos de comportamento e respectivas excitagdes para os flip-flops SR, JK, D e
Ts.

12.7 Funcionalidade x excitacao x comportamento

e A Tabela 12.3 apresenta um resumo geral de funcionalidade-excitacao-comportamento,
relacionando os valores de excitagao a serem aplicados nas entradas, a partir de cada tipo
de comportamento da saida, para cada tipo de flip-flop.

’ Entrada ‘ Entrada = “1” ‘ Entrada = “0” ‘ Entrada = “X”

S ! 0,p 1,X

R 15} 1, « 0,X

J « 0 1,6,X

K 15} 1 0,a,X
b | ta | 08 | X |
T | e | 01 ] X |

Tabela 12.3: Tabela resumo de funcionalidade-excitagao-comportamento para os flip-flops SR,
JK, D e Ts.
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12.8 Circuitos seqiienciais x tabelas dos flip-flops

Uma vez que os flip-flops podem usados como elementos basicos de armazenamento nos
circuitos seqiienciais, as tabelas que os definem apresentam-se como ferramentas de analise
e sintese para tais circuitos.

As aplicacoes e os termos citados a seguir serao definidos nos préximos capitulos.

No processo de analise de um circuito seqtiencial, as tabelas de operagao dos flip-flops sao
utilizadas para montar a tabela de mudanca de estados.

No processo de sintese, as tabelas de excitacao e de comportamento sao necessarias para
montar os mapas-K de excitacao e de transicao, respectivamente.

Os mapas-K de excitagao apresentam os valores que as variaveis de excitagdo do circuito
seqiiencial, que sao as variaveis de entrada dos elementos de memoria, devem assumir, em
funcio das suas varidveis de estado e das varidveis de entrada. E utilizado um mapa-K
especifico para cada entrada de cada flip-flop.

Os mapas-K de transicao descrevem o comportamento dos elementos de memoria do
circuito seqilencial, em funcdo das suas varidveis de estado e das varidveis de entrada. E
necessario apenas um nico mapa-K para todos os tipos de flip-flops, para cada elemento
de memoria.

Portanto, as funcoes légicas que geram as variaveis de excitagao, que sao as variaveis de
entrada dos elementos de memoria, podem ser obtidas: i) do mapa-K de excitagao de cada
entrada, de cada flip-flop ou ii) do mapa-K de transigao de cada elemento de memoria,
em conjunto com a tabela resumo 12.3.

Como exemplo, a Tabela 12.4 descreve as mudancas de estado e os tipos de comporta-
mento dos elementos de memoéria para um contador binario, crescente, de trés bits. Por
sua vez, os mapas-K de transicao dos elementos de memoria e os mapas-K de escitacao
para flip-flops JK sao apresentados na Figuras 12.4 e 12.5, respectivamente. Deve-se
notar que este contador nao possui variaveis de entrada. Das tabelas das Figuras 12.4 e
12.5, pode-se obter

J2 - K2 - (Ql . Qo) 5 (126)
Jl == Kl == QO (127)
(S
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Qs [ Q[ Q5 @5 [ Q7T | Q™ [ Q2| Q1 [ Qo]
0]O0JO0] 0 0 1 [o0]O0]a
001 0 1 0 [0 ]alSp
0l 1]0] 0 1 1 01«
0 11 1 0 0 | a| B |8
100 1 0 1 10| a
101 1 1 0 1| a]| B
1] 1]0 1 1 1 11 a
1] 1] 1 0 0 0 | BB |RB

Tabela 12.4: Tabela de mudangas de estado e de comportamento dos elementos de memoria
para um contador binario, crescente, de trés bits.

FE?2 Q1Qo FF1 1 Qo
00| 011110 00| 01| 1110
Q 0[0]0]|aloO Q 0[O0 ] a|AB][1
1[1]1]8]1 110 B]|1
FFO Q1Qo

00 | 01| 1110
Q O0|la|p|B |«
lla | pB|f |«

Figura 12.4: Mapas-K de transicao para os elementos de memoria de um contador binario,
crescente, de trés bits.
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@100 Q1Q0
00| 01| 11110 00| 01]11]10
Q@ 0] 0]0]11]0 @ 0| X | X | X|X
11X | X | X | X 110010
1Qo 1Qo
00 | 01| 11110 00| 01]11]10
@ 0] 01 |X|X @ 0| X | X ] 110
1101 ]|X]|X 11X | X|]1]0
@100 Q1Qo
00| 01| 11110 00| 01]11]10
@ 0] 1 | X |X |1 @ 0| X |1 ]1]X
11X ]X |1 11X ] 1]1]X

Figura 12.5: Mapas-K de excitacao para os flip-flops JK de um contador binario, crescente, de
trés bits.
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12.9 Estruturas estaticas simétricas

e Os elementos basicos de armazenamento (flip-flops) podem ser implementados de diversas
formas diferentes.

e Duas caracteristicas sao de grande interesse para o projeto de circuitos seqiienciais: i) que
os flip-flops possuam saidas complementares e ii) que a temporizacdo das mudangas dos
valores de tais saidas possua o maior sincronismo possivel.

e Tais caracteristicas podem ser obtidas através de estruturas simétricas.

e A Figura 12.6 apresenta uma estrutura simétrica de armazenamento, implementada por
dois inversores autorealimentados.

e A autorealimentacao confere uma caracteristica de armazenamento estatico a estrutura,
pois suas saidas @) e () estardo estaveis (quiescentes) enquanto os inversores estiverem
energizados.

e A estrutura da Figura 12.6 apresenta uma grande desvantagem: nao é controlavel.

e Algumas propostas para tornar o circuito da Figura 12.6 controlavel sao ilustradas na
Figura 12.7.

— No primeiro caso, Figura 12.7.a, utiliza-se um inversor com capacidade de corrente
alta (inversor forte), um inversor com capacidade de corrente baixa (inversor fraco)
e uma unica chave responsavel pela escrita do dado binario.

— No segundo caso, Figura 12.7.b, sao utilizados dois inversores idénticos, enquanto
uma chave de duas posi¢oes controla a escrita e a manutencao do dado binario.

— No terceiro caso, Figura 12.7.c, sao utilizados dois inversores idénticos e a chave de
duas posicoes é implementada através de duas chaves com controles independentes
para escrita e armazenamento.

— No ultimo caso, Figura 12.7.d, sao utilizados dois inversores idénticos e a chave de
duas posicoes ¢ implementada através de duas chaves com acionamentos comple-
mentares para escrita e armazenamento.

Rl

o

Qo]

Figura 12.6: Estrutura de armazenamento estatica e simétrica, nao controlavel.
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Inversor forte

[
Qln+1] —/:/

Q[n]

Inversor fraco

(a)

CW|

Q[n+1]

Q[n]

()

Ctrl
J— I J—
QIn] QIn+1] — | Q]
|
QIn]
(b)
W/H
|
|
Qln] Qnt1] — >0 Qln]
|
L _9/ —
QIn]
(@)

Figura 12.7: Estruturas de armazenamento estaticas e simétricas, controlaveis por chaves.

12.10 Exemplos de flip-flops

e Uma vez que flip-flops sdo circuitos seqiienciais do tipo level-mode, os mesmos devem ser
projetados adequadamente, por meio das técnicas existentes para tais tipos de sistemas.

e Porém, ainda que nao se conhega a forma como foram projetados, nao ¢ dificil analisar o
funcionamento de um determinado flip-flop.

e A seguir sao apresentadas algumas implementacgoes de flip-flops.

e Embora nao haja um consenso na classificacao dos flip-flops, os mesmos serao divididos
em: unclocked (sem sinal de controle de sincronismo) e clocked (com sinal de controle de

sincronismo).

12.10.1 Flip-flops do tipo unclocked

e Os flip-flops do tipo unclocked sao também denominados de latches.

e O circuito de armazenamento estatico da Figura 12.6 pode ser controlado usando apenas
portas légicas. O primeiro passo nesse sentido é substituir os inversores por portas légicas
NOR ou NAND. Em seguida, um terminal de entrada de cada porta deve ser desconectado,
a fim de ser utilizado como terminal de controle (S e R). O processo ¢é ilustrado nas

Figuras 12.8 e 12.9.
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Q Q__O<§;R

Figura 12.8: Uso de portas légicas NOR na implementacao de controle em uma estrutura de

armazenamento estatica e simétrica.

Q Q—— T g

Figura 12.9: Uso de portas légicas NAND na implementagdo de controle em uma estrutura de

R

armazenamento estatica e simétrica.
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e Deve ser notado que, enquanto S = R = 0, os valores de ) e Q sdo mantidos estdveis.

Alterando-se os valores dos sinais de controle para S =1 e R = 0, obtém-se:

— Qyor = 0 e, em seguida, Qnogr = 1.

— Qnanp = 1 e, em seguida, Qy np = 0.

Retornando-se & condicdo S = R = 0, os valores de @ e @ sdo mantidos estaveis.

Alterando-se os valores dos sinais de controle para S =0 e R = 1, obtém-se:

— Qnor =0 ¢, em seguida, Qyor = 1.

— Qnanp = 1 e, em seguida, Qyanp = 0.

Se forem atribuidos os valores S = R = 1, o resultado é indeterminado e nao com-
plementar. No caso da implementagdo com NOR, Qnor = Qnor = 0. No caso da
implementacdo com NAND, Qyanp = Qyanp = 1. Por essa razao, tal configuracao é
dita proibida.

A Tabela 12.5 resume a analise acima, de onde pode-se observar que ambos os circuitos
implementam um flip-flop do tipo unclocked SR.

Quanto aos demais tipos de flip-flop:

— Acrescentando-se uma porta légica inversora aos circuitos, de forma que R = S, eles
podem implementar um flip-flop do tipo unclocked D. Porém, tal construcdo nao
tem utilidade pratica, uma vez que o circuito final passa a se comportar como um
mero propagador do sinal de entrada, sem controle de retencao.

— Devido a problemas de instabilidade, nao é possivel implementar flip-flops dos tipos
unclocked JK e unclocked T.

e Finalmente, cabe observar que, embora o flip-flop do tipo unclocked SR possua varias
limitacoes, o mesmo é usado como ntucleo béasico para a implementacao dos flip-flops do
tipo clocked, conforme serd ilustrado a seguir.

S| R QM
0] 0 Q"
0] 1 0
110 1
1 1 || proibido

Tabela 12.5: Operacao das estruturas de armazenamento estaticas e simétricas controladas por
meio de portas logicas NOR e NAND.
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12.10.2 Flip-flops do tipo clocked

e Dependendo da arquitetura utilizada, podem ser destacadas trés classes de flip-flops do
tipo clocked: elementar, master-slave e edge-triggered.

Flip-flops do tipo clocked elementar

e Em relagao aos flip-flops do tipo clocked elementar, pode-se dizer que um SR é um latch
com controle de sincronismo, conforme exemplificado nas Figuras 12.10 e 12.11. Por sua
vez, um flip-flop D pode ser implementado a partir de um SR, conforme ilustrado na
Figura 12.12.

(CK+S)
S _ (CK-S)
Q S I
S Q Q
CK - - CK o
R R 6 Q
Q L
R (CK+ R)
(CK+*R)

Figura 12.10: Exemplo de implementacao de flip-flop SR do tipo clocked elementar, usando
portas légicas NOR.

(CK+ S)
S CK- S
0 . _( ) _
S Q Q
— R R Q Q
Q L]
R (CK* R)
(CK+ R)

Figura 12.11: Exemplo de implementacao de flip-flop SR do tipo clocked elementar, usando
portas logicas NAND.

D S Q—0Q D—D Q[ —Q
CK —{ CK - - CK —CK
R Q—Q Q0

Figura 12.12: Exemplo de implementacao de flip-flop D do tipo clocked elementar, com base
em um flip-flop SR.
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Flip-flops dos tipos clocked master-slave e clocked edge-triggered

e O tipo elementar pode ser usado como bloco béasico de construcao para outras estruturas
funcionais. Os tipos master-slave e edge-triggered sao solugoes propostas para problemas
que podem surgir em tais implementacoes.

e O tipo master-slave emprega o conceito de pipelining. A idéia por tras dessa técnica é que,
a cada unidade funcional de uma cadeia de processamento, sejam adicionados elementos
de memoria de entrada (master) e de saida (slave), com sinais de controle de carregamento
alternados. Dessa forma, todas as unidades da cadeia trabalham em paralelo, aumentando
o fluxo de processamento (throughput). A técnica é ilustrada na Figura 12.13. No caso
do flip-flop master-slave, a unidade funcional é apenas uma transmissao, conectando os
elementos de memoéria de entrada e de saida.

e Embora uma estrutura master-slave empregue o dobro do circuito necessario ao armazena-
mento, ela permite um maior controle de fluxo entre a entrada e a saida do flip-flop. Uma
vez que os sinais de entrada s provocam modificagoes na saida apds uma alternancia
de sinais de controle, tais flip-flops podem ser interpretados como sensiveis a bordas (de
subida ou de descida) ou a pulsos (positivo ou negativo).

e O tipo edge-triggered é uma solucao proposta para um problema de operagao apresen-
tado pelo tipo master-slave. Nessa estrutura, além da célula basica de armazenamento,
circuitos realimentados garantem que, logo apds ocorra uma transicao do sinal de cont-
role, o flip-flop fique insensivel a qualquer variacao dos sinais de entrada, até que ocorra
uma outra transicdo do mesmo tipo. Assim, desprezando-se o tempo necessario & insen-
sibilizacao da estrutura, pode-se dizer que a mesma é sensivel a transi¢oes (positiva ou
negativa).

e Um exemplo de implementacao para um flip-flop D do tipo clocked, com estrutura master-
slave, pode ser encontrado na Figura 12.14, onde é empregado um flip-flop SR como célula
bésica.

e Nao ¢ dificil mostrar que um flip-flop SR pode ser usado para implementar um flip-
flop JK, desde que S = (Q-J) e R = (Q - K). Implementacdes utilizando flip-flops
SR unclocked e clocked sao mostradas nas Figuras 12.15 e 12.16, respectivamente. Uma
vez que a realimentagao das saidas (Q e Q) para as entradas (J e K) ¢ realizada de
forma continua, ambas apresentam o mesmo problema: oscilam quando J = K = 1.
Para solucionar esse problema, exemplos de implementagao para um flip-flop JK do tipo
clocked, com estrutura master-slave, sao apresentados nas Figuras 12.17 — 12.19.

e Devido a problemas de temporizacao, o flip-flop D da Figura 12.14 pode apresentar mau
funcionamento e até mesmo oscilagdbes. Uma implementagdo mais robusta ¢é alcangada
utilizando-se o flip-flop JK master-slave, com D = J e K = J.

e Por sua vez, um flip-flop T pode ser implementado com J =K =1ouJ =K =T1T.
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Dado F, F, ce e Fy Dado
(a)
[ [ C T T T T T T T T T T |
|
Dado —> Mem F, Mem cee : Mem Fy Mem | Dado
1 ! 1 |
-l ___L___ | . T ____L___Z |
Cirl
coe
(b)

CK o CK

MASTER SLAVE
D s, __(CKM-SM) Qy, s, __(CKS-SS) Qq .
S Q ' S Q
CKM| CKg
R Q | R Q L Q
RM o ~ 1{S o ~
(CKy* Ry) Qum (CKg * Rg) Qs
CK CK

Figura 12.14: Exemplo de implementacao de flip-flop D do tipo master-slave, com base em
flip-flops SR.
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(Q-7)

Ql
— A

Q (Q-K)

Q

Figura 12.15: Exemplo de implementacao de flip-flop JK, a partir de flip-flop SR unclocked,
com problema de oscilacao.

_ Q S
Q | (ckeQed)
J
Q —
J 5 0 Q
CK— = = CK o
_ K — R Q Q
Q [ Y =
K CK*0O *K
Q ( Q - K)
_Q

Figura 12.16: Exemplo de implementacao de flip-flop JK, a partir de flip-flop SR clocked, com
problema de oscilagao.

Q
Qum Qs
J :D / D Q Q
CK— CK — €K _
Q ——Q
Q
K :D o S
Q

Figura 12.17: Exemplo de implementacao de flip-flop JK, a partir de flip-flop SR clocked, sem
problema de oscilacao, devido ao uso de estrutura master-slave.
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- Q
J
s 1P
Qum
CKy —
R Qu
K ——4o »
L Q o
CK {>O CK
MASTER SLAVE
Q (CKy* Q*Sy)
Sy L " " Qu sg | (CKseSo) Qs
J - -
S Q ' S Q Q
CK,, | CK,
K R Q | R Q L Q
o (CKy* Q *Ry) M (CKg* Ry) S
CK CK
Figura 12.18: Exemplo 1 de implementacao de flip-flop JK do tipo master-slave.
J
SM
CK
K Ru

Figura 12.19: Exemplo 2 de implementacao de flip-flop JK do tipo master-slave.
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12.11 Variacoes de funcionalidade

e De acordo com o circuito implementado, um flip-flop pode apresentar algumas variagoes

nas suas caracteristicas funcionais.

e Saidas disponiveis: simples (@) ou dupla e complementar (Q e Q).

e Entradas para inicializacao da saida: CLEAR (Q =0) e PRESET (Q =1).

e Tipo de ativagao dos sinais de entrada: nivel baixo (nivel ldgico “0”) ou nivel alto (nivel

logico “17).

e Tipo de ativagao dos sinais de controle: nivel (baixo ou alto), borda (descida ou subida),

transicao (subida ou descida) ou pulso (negativo ou positivo).

12.12 Diferencas de nomenclatura

e Diversas nomenclaturas diferentes podem ser encontradas na literatura técnica.

e Utilizando como referéncia os tipos aqui definidos, as nomenclaturas mais comumente

encontradas sao apresentados na Tabela 12.6.

Nomenclatura \ Nomes \ Tipos aqui definidos
N1 Flip-flop Todos
(os tipos unclocked e clocked elementar
sdo considerados flip-flops elementares)
N2 Latch unclocked e clocked elementar
Flip-flop clocked master-slave e
clocked edge-triggered
N3 Latch unclocked e clocked elementar
Latch master-slave clocked master-slave
Flip-flop clocked edge-triggered
N4 Latch unclocked
Controlled/Clocked-latch clocked elementar

N5 \

Positive/Negative-edge flip-flop \

clocked master-slave

Tabela 12.6: Diferentes nomenclaturas para flip-flops.
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Capitulo 13

Circuitos seqiienciais clock-mode

13.1 Introducao

e A Figura 13.1 ilustra um modelo genérico para circuitos seqiienciais clock-mode.

X L M z

Fungao

Combinacional

Geragao e Armazenamento

das Variaveis de Estado

Controle de mudanca de estado ——=—
Figura 13.1: Modelo genérico para circuitos seqtienciais clock-mode.

e As variaveis de estado sao modificadas apenas pela agdo de um sinal pulsante, com fungao
de temporizagdo ou de controle, comumente denominado de relégio (clock). Apesar de
ser um sinal pulsante, nao é necessario que o clock seja periddico.

e O sinal de clock nao carrega qualquer tipo de informacao. Ele s6 determina quando havera
mudanca de estado.

e As variaveis de excitacdo, em conjunto com os elementos de armazenamento, determinam
qual serd a mudanca de estado.

e Um clock atuando em t,, com x™, 2", e Y" estaveis, provoca uma mudanca de estado de
yn para yn—I—l_

e O circuito deve estar estavel entre dois pulsos de clock. Logo, cada circuito possuira uma
freqiéncia méxima de operagao. Tal freqiéncia serd limitada por: i) acionamento dos
sinais de entrada, ii) tempos de retardo no bloco “Fungdo Combinacional” e iii) tempos
de retardo no bloco “Geragao e Armazenamento das Variaveis de Estado”.
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13.2 Controle de circuitos do tipo clock-mode

13.2.1 Caracteristicas da estrutura clock-mode

z" = f1(y", "), para circuitos do tipo Mealy.
z" = fa(y"), para circuitos do tipo Moore.
Y" = fas(y™", x").

Yt = fa(Y7).

Tempos de propagacao:

— Estabilizacao da entrada x: At,.

— Entrada @ para saida z: At.,.

— Entrada @ para excitacao Y: Aty,.

— Excitagao Y para estado y: At,y.

— Estado y para saida z: At.,.

— Estado y para excitacao Y: Aty,.

— Tempo méaximo de propagacao: At,,., = mar{At} = max{Aty, Aty, -, Aty}.
Condicoes de correta operacao:

— Para uma leitura correta dos sinais de saida z, os mesmos devem estar estaveis no

momento da leitura.

— Para uma operagao previsivel do bloco Geragao e Armazenamento das Variaveis de
Estado (G&A), as variaveis de excitacgdo Y devem estar estdveis no momento do
acionamento do bloco.

13.2.2 Controle de circuitos do tipo Moore

Serd assumindo como At, > max{At,} o intervalo de tempo entre o acionamento do
bloco G&A e a estabiliza¢ao dos sinais de entrada .

Assumindo que as variaveis de estado y estejam estdveis, as varidveis de excitacdo Y
estardao estaveis apés um tempo Aty, > max{Aty,}, a partir da estabilizacao dos sinais
de entrada .

Assumindo que todos os sinais estejam estaveis, as variaveis de estado y estardo estaveis
ap6s um tempo Aty > mar{At,y }, a partir do acionamento do bloco G&A.

As varidveis de saida z estardo estaveis apés um tempo At,, > maxr{At.,}, a partir da
estabilizacao dos sinais de estado y.

Assumindo que os sinais de entrada @ estejam estaveis, as variaveis de excitacao Y estarao
estaveis apds um tempo Aty, > max{Aty,}, a partir da estabilizacdo das varidveis de
estado y.
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Uma vez que, nos circuitos do tipo Moore, a saida depende apenas das varidveis de
estado, s6 é possivel ler um valor de saida diferente a cada estado. Assim, ainda que a
entrada varie durante o periodo de tempo de um estado, havera interesse apenas no seu
valor estavel final, antes do proximo acionamento que causara uma mudanca de estado.
Portanto, é necessario considerar apenas o tempo total de estabilizacao dos sinais de
entrada x.

Logo, para cumprir as condigoes de correta operagao, o periodo de acionamento do bloco
G&A deve ser

TCTRL = TCK Z max{(Atx + Atyx), (Atyy + Atyy), (Atyy + Atzy)} . (131)

E recomendavel que se utilize

Aty < (Aty + Atyy) < maz{(Atyy + Aty,), (Aty + At.,)} . (13.2)

13.2.3 Controle de circuitos do tipo Mealy

Serd assumindo como At, > max{At,} o intervalo de tempo entre o acionamento do
bloco G&A e a estabilizacao dos sinais de entrada x.

Assumindo que as varidveis de estado y estejam estaveis, as varidveis de saida z estarao
estaveis ap6s um tempo At,, > max{At.,}, a partir da estabilizacdo dos sinais de
entrada .

Assumindo que as variaveis de estado y estejam estdveis, as varidveis de excitacdo Y
estardo estaveis apés um tempo Aty, > max{Aty,}, a partir da estabilizacao dos sinais
de entrada .

Assumindo que todos os sinais estejam estaveis, as variaveis de estado y estarao estaveis
apds um tempo Aty > maz{At,y}, a partir do acionamento do bloco G&A.

Assumindo que os sinais de entrada x estejam estaveis, as varidveis de saida z estarao
estaveis ap6s um tempo At,, > max{At.,}, a partir da estabilizacao dos sinais de estado

Y.

Assumindo que os sinais de entrada x estejam estaveis, as varidveis de excitagao Y estarao
estaveis ap6s um tempo Aty, > mazr{Aty,}, a partir da estabilizacdo das varidveis de
estado y.

Logo, para cumprir as condi¢des de correta operacdo, supondo uma unica mudanga nos
sinais de entrada a cada estado, o periodo de acionamento do bloco G&A deve ser

TCTRL = TCK Z mCLLU{(Atz—FAtZZ), (Atm—FAtyx), (Atyy+Atzy), (Atyy—i-Atyy)} . (133)

Nesse caso, é recomendavel que se utilize

Atyy < (Atm + Atyx) < maw{(Atyy + Atzy>, (Atyy + Atyy)} (134)

(Atw + Atzw) < mCLZL‘{(Atyy + Atzy)7 (Atyy + Atyy)} . (135)
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13.3 Representacao dos estados

e Recursos comuns: texto, equagoes, tabelas, diagramas gréaficos, diagramas temporais.
e Equagoes: equagoes de definicao dos elementos de memoéria, equagoes de proximo estado.

e Tabelas: tabela de transigao (de estados), tabela de atribuicdo de estados e tabela (de
transicao) de estados.

e Diagramas graficos: diagrama de fluxo (fluxograma) e diagrama de estados.

13.4 Estado inicial

e Os circuitos seqiienciais, dependendo de sua classe, devem ou podem apresentar um estado
explicito de inicializacao (reset state).

e O estado inicial pode ser um estado extra ou apenas um dos estados ja pertencentes a
operacao normal do circuito.

e Associada ao estado de inicializacdo, deve haver uma seqiiéncia de inicializagao (reset
sequence ou synchronizing sequence).

e Normalmente, a seqiiéncia de inicializagao é fornecida por um tnico e particular sinal de
entrada, denominado sinal ou linha de inicializagao (reset line).

e O sinal de inicializagdo pode atuar sobre os elementos de memoria através das variaveis
de excitagdo ou através de entradas de controle especificas para inicializagdo (CLEAR e
PRESET), caso existam.

13.5 Classificacao quanto a capacidade de memorizacao

e (ircuito com memoria nao finita

— Apresenta um estado inicial ou de inicializacao (reset state).

— Apresenta um estado final ou um ciclo de estados final.

— Possui uma seqiiéncia de inicializagao (reset sequence ou synchronizing sequence).
— Caso particular:

* Circuito de Moore onde o nimero de estados distintos ¢ igual ao niimero de
valores distintos de saida, de forma que se possa estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre valores de estados e de saidas (z; = y;,1 = 1,2, -+ , K).
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e (ircuito com memodria finita

— A Figura 13.2 apresenta um circuito com memoria finita.

— Os blocos de retardo unitario D sao conjuntos de flip-flops do tipo D.

— Os vetores " ", r =0,1,--- ,R, e 2" %, s =0,1,--- ,5, representam os sinais de
9 9 ? ) ) 9 3 9 9 J
entrada ;" ", i =1,2,--- L, e de salda z}*, j = 1,2,--- , M, respectivamente.
— Neste tipo de circuito: 2" = f(x", "1, --- & zn-l ... zn=9),

— Ovalor P = max {R, S} é definido como comprimento ou profundidade da memoria.

— Dependendo do projeto, pode haver um estado de inicializagao explicito, com uma
seqiiéncia de inicializacao associada.

— Um circuito com memoria finita pode ser empregado como passo inicial para uma
solugao com memoria nao finita.

— As Figuras 13.3 e 13.4 destacam, respectivamente, dois casos particulares:

* Circuitos com memoéria de entrada finita: 2" = f(z", "L, .- " 8).
* Circuitos com meméria de saida finita: 2" = g(z"1, .- 2"5).
n n-1 n-2 n-R
X X X X
D D oo D
n
z
n n n-1 n-R _n-1 n-S
z = f(X,X, .00y X, Z,.eu,Z )
D PR D D
n-S n-2 n-1
z zZ z

" = f(x" x..., x5 —

Figura 13.3: Modelo genérico para circuitos com memoria finita de entrada.
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" = f(z2"...,2")

Figura 13.4: Modelo genérico para circuitos com memoria finita de saida.

13.6 Analise de circuitos seqiienciais

Dado um circuito digital seqiiencial, existem algumas etapas genéricas para a analise do seu
comportamento. A seguir, tais etapas sao abordadas e alguns exemplos sao apresentados.

13.6.1 Etapas genéricas para analise

Dado um circuito com memoria nao finita genérico, os passos principais para a sua analise
sao os seguintes:

A1 - Circuito a ser analisado.

A2 - Equacgoes das variaveis de saida, baseadas nas ligagdes do circuito.

A3 - Equacgoes das variaveis de excitagao, baseadas nas ligagoes do circuito.

A4 - Equacgoes de préximo estado, baseadas na operacao dos elementos de memoria.

A5 - Tabela de transicao de estados (transition table), contendo os valores das varidveis de
estado.

A6 - Tabela de atribuicao de estados, associando nomes aos valores das variaveis de estado.
AT - Tabela de transigao de estados (state table), contendo os nomes atribuidos aos estados.

A8 - Diagrama de estados.

13.6.2 Exemplos de analise

Podem-se considerar os seguintes exemplos de andlise:

e Circuito com memoria finita: circuito com meméria finita de entrada, circuito com
memoria finita de saida e circuito com memoria finita de entrada e de saida.

e (Caso particular de circuito de Moore onde o nimero de estados distintos ¢ igual ao nimero
de valores distintos de saida, de forma que se possa estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre valores de estados e de saidas (z; = y;,1 =1,2,--- | K).

e (Circuito com memoéria nao finita genérico.
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Circuito com memédria nao finita genérico

Exemplo 1: Maquina de Mealy.

Supondo-se o circuito apresentado na Figura 11.2, implementado com flip-flops do tipo D
e com estado inicial dado por (y190)"=° = 10, serdo seguidos os passos de andlise definidos
anteriormente.

As equagdes das suas varidveis de saida sao dadas por

zy = (x5 NAND y()

21 = (y{ NAND yg) .

As equagbes das suas variaveis de excitacao sao dadas por

Yy = 21 = (y7 NAND yy)

Y{" = (27 NOR ) .
Supondo-se o uso de flip-flops do tipo D, as equacdes das suas variaveis de estado, no
préximo instante, sao dadas por
(n+1) _ Yy
Yo = 1o

n+1 n
g =y

Baseado nas equagoes anteriores, a sua transition table é apresentada na Tabela 13.1.

(y1yo)™ (y1y0)™ ! (2120)"
00|01 |11 ]10)00]01 11110 <—(JI1ZB0)”

00 11 11|01 (01 | 11|11 11|11
01 1111|0101 11|10 |10 |11
11 00 | 00 | 00 | OO || O1 [ 00 | 00 | O1
10 011017010111 }11]11 |11

Tabela 13.1: Transition table do exemplo de andlise de uma Maquina de Mealy.

Associando-se nomes aos padroes binarios das variaveis de estado, uma possivel Tabela de
Atribuicao de Estados é apresentada na Tabela 13.2.

(y1%0) | ¢
00 qo
01 a1
11 a2
10 a3

Tabela 13.2: Possivel Tabela de Atribuicdo de Estados para o exemplo de analise de uma
Maquina de Mealy.
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q" ¢ 2"

00 [OL [ 11 [10 [ 00 [OL [ 11 [10 | ¢ (zyx0)"
|| @2 | |a|qal|3|3]3]3
Gl | e|la|lal3d3]2]2]3
@ 9|9 |9 |9 ]| 0]0]0]1
Gla|la|la|al3]3]3]3

Tabela 13.3: State table do exemplo de analise de uma Maquina de Mealy.

Com o emprego da Tabela de Atribuicao de Estados e associando-se niimeros decimais aos
padroes binarios das variaveis de saida, a sua transition table é transformada na sua state table,
apresentada na Tabela 13.3.

Exemplo 2: Maquina de Moore.

Supondo-se o circuito apresentado na Figura 11.3, implementado com flip-flops do tipo D
e com estado inicial dado por (y;10)"=° = 01, serdo seguidos os passos de andlise definidos
anteriormente.

A equacao da sua variavel de saida é dada por

25 = (yi NAND y) .
As equagdes das suas variaveis de excitacao sao dadas por

Yyt = (27 NOR ')

Y7 = (f NAND y) |

Supondo-se o uso de flip-flops do tipo D, as equagbes das suas variaveis de estado, no

proximo instante, sao dadas por

y(()n+1) _ Ybn

T

Baseado nas equacgoes anteriores, a sua transition table é apresentada na Tabela 13.4.

(y1y0)" (y1y0)™ (20)"

00 11 | 11| 10 | 10 1
01 11 1 01 | 00 | 10 1
11 10| 00 | 00 | 10 0
10 10 | 10 | 10 | 10 1

Tabela 13.4: Transition table do exemplo de analise de uma Maquina de Moore.

Associando-se nomes aos padroes binarios das variaveis de estado, uma possivel Tabela de
Atribuicao de Estados é apresentada na Tabela 13.5.

Com o emprego da Tabela de Atribuicao de Estados e associando-se niimeros decimais aos
padroes binarios das variaveis de saida, a sua transition table é transformada na sua state table,
apresentada na Tabela 13.6.
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(y1v0) | ¢
00 qo
01 Q1
11 Qo
10 qs

Tabela 13.5: Possivel Tabela de Atribuicdo de Estados para o exemplo de analise de uma
Maquina de Moore.

n+1

q q Z
0001|1110 — (zy20)"

qo || 92 | 92 | 43 | 43 1

G| @ | @ |a|gal|l

Q| 939 |9 |g9 | O

Bl a|a|la|a]|l

Tabela 13.6: State table do exemplo de andlise de uma Maquina de Moore.

13.7 Projeto de circuitos seqiienciais

e Uma vez que a sintese é o processo reverso em relacao a andlise, as etapas de projeto
podem ser obtidas, a principio, revertendo-se a ordem das etapas de andlise.

e Porém, existe uma profunda diferenca entre os dois processos. Na andlise, ha um tnico
circuito, uma tnica entrada e um tinico estado inicial. Portanto, uma saida tinica é obtida
no processo. Por outro lado, no processo de sintese ha uma entrada e uma saida, tnicas,
e se procura por um circuito que realize o mapeamento entrada-saida. A solugdo nesse
caso raramente é Unica, pois, em cada passo do processo de sintese, decisdes podem ser
fazer necessarias, gerando uma arvore de opgoes.

e A seguir, sdo comentadas as caracteristicas de projeto para cada um dos tipos de circuito
clock-mode acima definidos, bem como sao especificadas as etapas de projeto para tais
circuitos e sao apresentados alguns exemplos.

13.7.1 Opcgoes de projeto e suas caracteristicas
Podem ser identificadas trés classes de projetos:

e Circuito com meméria finita: auséncia de légica combinacional (ligagdo por meio de fios)
na geracao das variaveis de excitacao.

e (Caso particular de circuito de Moore onde o nimero de estados distintos ¢ igual ao nimero
de valores distintos de saida, de forma que se possa estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre valores de estados e de saidas (z; = y;,i = 1,2,---, K): auséncia de
légica combinacional (ligagao por meio de fios) na geragdo das varidveis de saida.

e Circuito com meméria nao finita genérico: possivel existéncia de logica combinacional na
geragao das variaveis de excitacao e de saida, a qual pode ser minimizada.

A Figura 13.5 apresenta os fluxos de projeto para cada uma das trés opgoes.
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| Diagrama de Estados

|

] Tabela de Estados

| Minimizagao de Estados

|

Tabela de Estados
Minima

| Atribuigao de Estados

Tabela de Transi¢oes
Minima

Sintese das Variaveis

de Saida

Escolha do Elemento
Bésico de Armazenamento

Sintese das Varidveis
de Excitacao

| Circuito

(a)

Fluxo genérico

(minimizacao global)

Especificacao Textual |

| < |

Tabela de Transig¢oes

Tabela de Transigoes
Minima

|
|
|
|
|
(Saida <— Estado) |
?
|
|
|

| Sintese das Variaveis

| de Saida

Escolha do Elemento
Bésico de Armazenamento

Sintese das Varidveis
de Excitacao

Circuito | | Circuito

(b) (c)

Caso particular de MMF
Maquina de Moore

(saida = fios) (excitagao = fios)

Figura 13.5: Fluxos de projeto para circuitos seqiienciais clock-mode: (a) Fluxo genérico,
(b) Caso particular de Maquina de Moore e (¢) Maquina de Meméria Finita (MMF).

13.7.2 Etapas genéricas para projeto

Os trés tipos de projeto definidos na Figura 13.5 possuem etapas que sdo particulares para
cada caso. Porém, pode-se definir um fluxo geral de projeto, que atenda a todos os trés tipos.
Assim, dependendo do tipo de projeto, pode-se utilizar apenas as etapas necessarias a cada

Caso.
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As etapas genéricas para projeto sdo as seguintes:

P1 -
P2 -
P3 -

P4 -

P5 -

P6 -

P7 -

P8 -

P9 -
P10

Definicao do problema a ser resolvido.
Descricao funcional do problema (descrigao textual).
Descricao diagramatica, baseada na descri¢ao textual:

e Diagrama de fluxo (fluxograma).

e Diagrama de estados.
Tabela de transicao de estados (state table):

e Diretamente obtida da descri¢do funcional (circuito com meméria finita).
e Baseada na descrigao diagramatica (circuito com memoria nao finita).
Tentativa de minimizacao da state table. Raramente é feita uma minimizacao global, que

envolva o circuito combinacional e a memoria ao mesmo tempo. Ao invés disso, o mais
comum ¢é que se realize o processo em duas etapas:

P5.1 - Memoria: tentativa de redugao do niimero de estados e, possivelmente, do niimero
de variaveis de estado, baseada em técnicas de minimizacao de estados, gerando-se
um tabela de transi¢ao de estados reduzida (minimal-state table),

P5.2 - Combinacional: dependente da classe do circuito a ser projetado. No caso de
circuito com memoria finita e no caso particular de circuito de Moore, a minimizacgao
combinacional ja é uma caracteristica intrinseca da estrutura. No caso de circuito
com memoéria nao finita, tal minimizacao é realizada no passo P6.

Tabela de atribuicdo de estados, baseada em regras genéricas para escolha da melhor
atribuicao, buscando minimizar a parte combinacional do circuito.

Tabela de transi¢ao de estados (transition table):

e Diretamente da especificagdo do problema (circuito com memoria finita).

e Diretamente da especificagdo das variaveis de saida (caso particular de circuito de
Moore com meméria nao finita).

e Baseada na atribuigao de estados (circuito com meméria nao finita genérico).

Equacoes das variaveis de saida, obtidas diretamente da tabela de transicao de estados
(transition table).

Escolha dos elementos de memoria (flip-flops).

- Equacoes das variaveis de excitagao, que sao as equacoes de entrada dos elementos de

memoéria. No caso de flip-flops do tipo D, sdo obtidas diretamente da tabela de transicao
de estados (transition table). No caso de flip-flops do tipo JK, sdo obtidas da tabela
de transicao de estados (transition table) em conjunto com as tabelas de excitacao do
elemento de meméria (ezxcitation table/map ou transition list/table/map).

P11 - Circuito final proposto, com a ligacao dos sinais de controle e de inicializacao.

P12

- Analise do circuito final, para verificacao de comportamento dos estados nao utilizados

e nao especificados, caso existam.
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13.7.3 Exemplos de projeto

Podem-se considerar os seguintes exemplos de projeto:

e (Circuito com memoria finita: circuito com meméria finita de entrada, circuito com
memoria finita de saida e circuito com memoria finita de entrada e de saida.

e (Caso particular de circuito de Moore onde o nimero de estados distintos é igual ao nimero
de valores distintos de saida, de forma que se possa estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre valores de estados e de saidas (z; = y;,1 =1,2,--- | K).

e (Circuito com memoaria nao finita genérico.

Circuito com memoria nao finita genérico
Exemplo 1: Maquina de Moore - Contador.

As especificagoes basicas sao:

e [ suposta uma maquina de Moore, cuja saida deve gerar a seguinte contagem modular:
z"=4{--,0,5,9,15,0,5,9,15,--- }.

e A entrada deve informar o fluxo da contagem. Se x" = 0, a contagem deve ser crescente.
Se ™ = 1, a contagem deve ser decrescente.

e Como estado inicial, é assumido o estado onde 2"=% = 0.
e No projeto inicial, serao empregados flip-flops do tipo JK.
e Em seguida, serd feito um projeto alternativo, empregando flip-flops do tipo D.

e Para facilitar a inicializagdo da maquina, os flip-flops deverdao ter controles assincronos
de clear e preset.

A partir das especificagoes fornecidas, pode-se montar o diagrama de estados apresentado
na Figura 13.6.

Figura 13.6: Diagrama de estados do exemplo de projeto de uma Maquina de Moore - Contador.
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A partir do diagrama de estados proposto, pode-se montar a tabela de estados apresentada
na Tabela 13.7.

qn qn+1 N
" =0|2a2"=1

qo q1 q3 0

q q2 90 b

q2 q3 q1 9

q3 q0 q2 15

Tabela 13.7: State table do exemplo de projeto de uma Maquina de Moore - Contador.

Assumindo-se uma atribuicao de estados trivial, pode-se montar a tabela de atribuicao de
estados apresentada na Tabela 13.8. Uma vez que o estado inicial ¢"=° (onde 2"=° = 0) foi
denominado de ¢y e a este foi atribuido o padrao y1yo = 00, a inicializacdo do contador pode
ser feita atribuindo-se aos controles assincronos dos flip-flops os seguintes sinais: clear = inic
e preset = 0.

(v1vo) | g
00 qo
01 q1
10 q2
11 q3

Tabela 13.8: Possivel Tabela de Atribuicao de Estados para o exemplo de projeto de uma
Maquina de Moore - Contador.

A partir da atribuicdo de estados adotada, a tabela de estados pode ser transformada na
tabela de transicao apresentada na Tabela 13.9.

(y1%0)" (y1yo)™ ™t (23222120)"
z"=0|2"=1
00 01 11 0000
01 10 00 0101
10 11 01 1001
11 00 10 1111

Tabela 13.9: Transition table do exemplo de projeto de uma Maquina de Moore - Contador.

A partir da tabela de transicdo, pode-se realizar diretamente a sintese das fungoes que
geram as variaveis de saida. Isso é ilustrado nos mapas de Karnaugh da Figura 13.7, onde
encontram-se marcadas as formas SOP minimas. Destes mapas, obtém-se as seguintes fungoes:

2y =y, 2 =g, 20 = WP us) e 20 = (i +ug)-
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yl yl
y0 0 1 0

0
0110
100 || 1 11 |1

(a) Minimizacao da fungéo zs. (b) Minimizagao da funcao zo.

yl yl

0l 0] 0 ol 0o |[1
1o 1] 11 |1

(¢) Minimizagao da funcao z;. (d) Minimizagao da funcao zo.

1

Figura 13.7: Mapas de Karnaugh das variaveis de saida para o exemplo de projeto de uma
Maquina de Moore - Contador.

Na sintese das fungoes que geram as variaveis de excitacao, deve-se levar em consideragao
que elas sao as variaveis de entrada dos flip-flops, os quais, quando disparados, irdo promover a
mudanca de estado. Portanto, para esta sintese, deve-se usar a tabela de transicao juntamente
com a tabela de excitagao dos flip-flops escolhidos.

Para um primeiro projeto, serao utilizados flip-flops do tipo JK, cuja tabela de excitacao é
apresentada na Tabela 13.10.

Qn_>Qn+1 Jn Kn
0—0 0 X
0—1 1 X
1—-0 X 1
1—-1 X 0

Tabela 13.10: Tabela de excitagao para o flip-flop JK.

Dessa forma, empregando-se a tabela de transicao e a tabela de excitagdo do flip-flop JK,
pode-se montar a tabela verdade de cada variavel de excitacao, como ilustrado na Tabela 13.11.

A partir da tabela verdade de cada varidvel de excitacao, pode-se realizar diretamente a
sintese das fungoes que geram tais variaveis. Isso é ilustrado nos mapas de Karnaugh da
Figura 13.8, onde encontram-se marcadas as formas SOP minimas. Destes mapas, obtém-se as
seguintes fungoes: Y3 = JP' = (yg-2™) + (v - 2™), Yot = K7 = (yg - 2™) + (v - 2™), Y = JJ =
eY =K} =1

Por fim, observando-se que as entradas J e K sao iguais, podem-se trocar estes flip-flops JK
por flip-flops T, com entradas T]* = J;' = K" = (y§ - 27) + (y§ - a™) e Ty = J§ = K} = 1.

Além disso, no caso do flip-flop T onde a entrada é igual a “1”, pode-se troca-lo por um
flip-flop T sem a entrada “T".
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3

Ty (w5 =07 |V =Ky [V =Jp | Yo =Kp
0010 0 X 1 X
0 0 1 1 X X 1
0 1 0 X 0 1 X
0 1 1 X 1 X 1
1 0] 0 1 X 1 X
1 0 1 0 X X 1
1 1 0 X 1 1 X
1 1 1 X 0 X 1

Tabela 13.11: Tabela verdade de cada variavel de excitagao, para o exemplo de projeto com
flip-flop JK, de uma Maquina de Moore - Contador.

yly0
x 00 01 11 10

OOEBX

(a) Minimizacao da funcao Y3' = J7'.

yly0
T 00 01 11 10

0 (:L X | X 11

1L1 X | X 1J

(c¢) Minimizagao da funcao Y| = J.

yly0
T 00 01 11 10

OXEEO

b) Minimizac¢ao da funcao Y3 = K7.
2 1

yly0
X 00 01 11 10

0 (}( 1|1 )(1

1 LX 1 1 XJ

(d) Minimizagao da funcao Yy' = K.

Figura 13.8: Mapas de Karnaugh das variaveis de excitagao, para o exemplo de projeto com
flip-flop JK, de uma Maquina de Moore - Contador.
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Como projeto alternativo, podem ser utilizados flip-flops do tipo D, cuja tabela de excitagao
¢é apresentada na Tabela 13.12.

Qn_>Qn+1 D"
0—=20 0
0—1 1
1—-20 0
1 =1 1

Tabela 13.12: Tabela de excitacao para o flip-flop D.

Dessa forma, empregando-se a tabela de transi¢do e a tabela de excitacao do flip-flop D,
pode-se montar a tabela verdade de cada variavel de excitacao, como ilustrado na Tabela 13.13.

3

=" |y | Yo | Yi*=D7 | ¥§' = Dy
0ojo]o 0 1
001 1 0
0[1]o0 1 1
0[1]1 0 0
1[o]o 1 1
101 0 0
1[1]0 0 1
111 1 0

Tabela 13.13: Tabela verdade de cada variavel de excitacao, para o exemplo de projeto, com
flip-flop D, de uma Méaquina de Moore - Contador.

A partir da tabela verdade de cada varidvel de excitacao, pode-se realizar diretamente a
sintese das fungoes que geram tais variaveis. Isso é ilustrado nos mapas de Karnaugh da
Figura 13.9, onde encontram-se marcadas as formas SOP minimas. Destes mapas, obtém-se as
seguintes fungoes: Y' = Df =yl e Y" = DY = (yF -y - 2™) + (P -y - 27) + (Y -y - 2™) + (yf -
yo - 2") = yi - (o - 2") + (o - ™)y (g - 2") + (o - 2™)] = ot - [ - 2™) + (vg - 2)] + o -
[(vG - 2) + (g - 2™)].

yly0 yly0
x 00 01 11 10 X 00 01 11 10

ooo oﬂooﬁ
100 1j00@

(a) Minimizacao da fungdo Y" = D}.  (b) Minimizacdo da fungdo Y = Dy.

Figura 13.9: Mapas de Karnaugh das variaveis de excitacao, para o exemplo de projeto com
flip-flop D, de uma Méaquina de Moore - Contador.

Por fim, observando-se as fungoes encontradas para as varidveis de excitagdo, podem-se
trocar os flip-flops D por flip-flops T, com entradas T{* = (yg - ™) + (y§ - 2™) e Ty = 1.

Além disso, no caso do flip-flop T onde a entrada é igual a “1”, pode-se troca-lo por um
flip-flop T sem a entrada “T7".
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Exemplo 2: Maquina de Mealy - Contador.

As especificagoes basicas sao:

e E suposta uma maquina de Mealy, cujos estados devem evoluir de forma modular, com a
seguinte ordenacao: " = {---,¢2, 3,90, ¢1, G2, 43, 4o, G1, " * * }-

e Estando no estado ¢" = i, a maquina deve exibir uma saida 2" = (4k), para 2™ = 0, ou
uma saida z" = (4k + 3), para 2" = 1.

e Como estado inicial, é assumido o estado onde 2"=Y = 0, para z"=° = 0.
e No projeto inicial, serao empregados flip-flops do tipo JK.
e Em seguida, sera feito um projeto alternativo, empregando flip-flops do tipo D.

e Para facilitar a inicializacado da maquina, os flip-flops deverao ter controles assincronos
de clear e preset.

A partir das especificagoes fornecidas, pode-se montar o diagrama de estados apresentado
na Figura 13.10.

" =0/z" =12

" =1/z"=15

Figura 13.10: Diagrama de estados do exemplo de projeto de uma Maquina de Mealy - Conta-
dor.
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A partir do diagrama de estados proposto, pode-se montar a tabela de estados apresentada
na Tabela 13.14.

qn qn-l—l D

2" =0 |2"=1| 2"=0| 2" =1
90 q1 q1 0 3
q1 q2 q2 4 7
q2 q3 q3 8 11
g3 q0 q0 12 15

Tabela 13.14: State table do exemplo de projeto de uma Maquina de Mealy - Contador.

Assumindo-se uma atribuicao de estados trivial, pode-se montar a tabela de atribuicao de
estados apresentada na Tabela 13.15. Uma vez que o estado inicial ¢"=° (onde 2"=° = 0, para
2"=% = 0) foi denominado de ¢q e a este foi atribuido o padrao y;yo = 00, a inicializagao do
contador pode ser feita atribuindo-se aos controles assincronos dos flip-flops os seguintes sinais:
clear = inic e preset = 0.

(y1y0) | @
00 Qo
01 q1
10 q2
11 qs

Tabela 13.15: Possivel Tabela de Atribuicdo de Estados para o exemplo de projeto de uma
Maquina de Mealy - Contador.

A partir da atribuicdo de estados adotada, a tabela de estados pode ser transformada na
tabela de transicao apresentada na Tabela 13.16.

(y1%0)" (y1yo)™ ! (23222120)"
z"=0|2"=1| 2"=0| 2" =1
00 01 01 0000 0011
01 10 10 0100 0111
10 11 11 1000 1011
11 00 00 1100 1111

Tabela 13.16: Transition table do exemplo de projeto de uma Méaquina de Mealy - Contador.

A partir da tabela de transicdo, pode-se realizar diretamente a sintese das fungoes que
geram as variaveis de saida. Isso é ilustrado nos mapas de Karnaugh da Figura 13.11, onde
encontram-se marcadas as formas SOP minimas. Destes mapas, obtém-se as seguintes fungoes:
zg =Yy, 29 =Yy, 2 =x" e zy = a".
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yly0 y1y0
x 00 01 11 10 T 00 01 11 10

OOOFﬂ OOFﬂO
100@j 10@j0

(a) Minimizagao da fungao zs3. (b) Minimizacao da funcao zs.
yly0 yly0
x 00 01 11 10 T 00 01 11 10
0] 0 0 0 0 0] 0 0 0 0
1 [ 1 1 1 1 } 1 [ 1 1 1 1 }
(¢) Minimizagao da fungao z;. (d) Minimizacao da funcao zg.

Figura 13.11: Mapas de Karnaugh das variaveis de saida para o exemplo de projeto de uma
Maquina de Moore - Contador.

Na sintese das fungoes que geram as variaveis de excitagao, deve-se levar em consideragao
que elas sao as variaveis de entrada dos flip-flops, os quais, quando disparados, irdo promover a
mudanca de estado. Portanto, para esta sintese, deve-se usar a tabela de transicao juntamente
com a tabela de excitagao dos flip-flops escolhidos.

Para um primeiro projeto, serdao utilizados flip-flops do tipo JK, cuja tabela de excitacao é
apresentada na Tabela 13.17.

Qn_>Qn+1 Jr | Kn
0—0 0 X
0—1 1 X
1—-0 X 1
1—=1 X 0

Tabela 13.17: Tabela de excitagao para o flip-flop JK.

Dessa forma, empregando-se a tabela de transicao e a tabela de excitacdo do flip-flop JK,
pode-se montar a tabela verdade de cada variavel de excitagao, como ilustrado na Tabela 13.18.

A partir da tabela verdade de cada varidvel de excitagao, pode-se realizar diretamente a
sintese das fungoes que geram tais variaveis. Isso é ilustrado nos mapas de Karnaugh da
Figura 13.12, onde encontram-se marcadas as formas SOP minimas. Destes mapas, obtém-se
as seguintes funcoes: Yy' = JI' =y, V' =K =y, Y'=Jj =1e Y] = Kj = 1.

Por fim, observando-se que as entradas J e K sao iguais, podem-se trocar estes flip-flops JK
por flip-flops T, com entradas 17" = J' = K{' =y e 1] = Ji = K = 1.

Além disso, no caso do flip-flop T onde a entrada é igual a “1”, pode-se troca-lo por um
flip-flop T sem a entrada “T7.
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8
3

Vi =J [ Yy =Ky [V =J§ | Vg = K§

<
=

=l B B e Nl Hanll N an) Nan)
ol B K=l R == Bl ol N en) N an)

= =1 ==

| 4| | o | | = | o
= o] | | =] o | 5
| | 3] | 5] | 5]
R IR e I

Tabela 13.18: Tabela verdade de cada variavel de excitagao, para o exemplo de projeto com
flip-flop JK, de uma Maquina de Mealy - Contador.

x 00 01 11 10 x 00 01 11 10

10@&)( 1X@j0

(a) Minimizacao da funcao Y3' = Ji*.  (b) Minimizacao da funcao Y5' = K7.
ylyo y1y0
x 00 01 11 10 x 00 01 11 10
0(1 X | x 11 O(X 1|1 XW
1 L 1 X | X |1 J 1 LX 1 1 | X J
(¢) Minimizagao da fungao Y{* = J'.  (d) Minimizagao da funcao Y;' = K.

Figura 13.12: Mapas de Karnaugh das variaveis de excitagao, para o exemplo de projeto com
flip-flop JK, de uma Maquina de Mealy - Contador.
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Como projeto alternativo, podem ser utilizados flip-flops do tipo D, cuja tabela de excitagao
é apresentada na Tabela 13.19.

Qn_>Qn+1 D"
0—=0 0
0—1 1
1—=0 0
1—=1 1

Tabela 13.19: Tabela de excitagao para o flip-flop D.

Dessa forma, empregando-se a tabela de transicdo e a tabela de excitacao do flip-flop D,
pode-se montar a tabela verdade de cada variavel de excitacao, como ilustrado na Tabela 13.20.

3

@ [y [w [ Y7 =Dy [ Yo =Dy
0 0] 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
1 010 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 1
1 1 1 0 0

Tabela 13.20: Tabela verdade de cada variavel de excitacdo, para o exemplo de projeto, com
flip-flop D, de uma Maquina de Mealy - Contador.

A partir da tabela verdade de cada variavel de excitacao, pode-se realizar diretamente a
sintese das fungoes que geram tais variaveis. Isso é ilustrado nos mapas de Karnaugh da
Figura 13.13, onde encontram-se marcadas as formas SOP minimas. Destes mapas, obtém-se
as seguintes fungoes: Y = D} = (y - y¢) + (v} - i) e Y§' = Dy = yg.

yly0 yly0
T 00 01 11 10 o 00 01 11 10

00m0m OﬂOOF
10@0@ 1j00@

(a) Minimizacao da fungao Y{* = D}.  (b) Minimizagdo da funcao Yj' = Dj.

Figura 13.13: Mapas de Karnaugh das variaveis de excitagao, para o exemplo de projeto com
flip-flop D, de uma Maquina de Mealy - Contador.

Por fim, observando-se as fungoes encontradas para as variaveis de excitacdo, podem-se
trocar os flip-flops D por flip-flops T, com entradas 17" = y; e T = 1.

Além disso, no caso do flip-flop T onde a entrada é igual a “1”, pode-se troca-lo por um
flip-flop T sem a entrada “T”.
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13.8 Minimizacao de estados

13.8.1 Conceitos basicos

A minimizacdo do nimero de estados de um circuito seqiiencial pode conduzir a redugao
da quantidade de circuitos 16gicos necessarios para implementar os estados (bloco Geragao e
Armazenamento) e as saidas (bloco Fungdo Combinacional).

Dada uma tabela de transi¢do de estados (state table), pode-se constatar que diferentes
estados podem realizar a mesma funcao. Do ponto de vista externo ao circuito, pode-se dizer
que nao ¢é possivel distinguir entre tais estados, uma vez que eles apresentam o mesmo resultado.
Nesse caso, tal conjunto de estados pode ser representado por um tnico estado. Como resultado,
a tabela de transigdo de estados (state table) é simplificada e, possivelmente, o circuito légico
minimizado.

Uma formalismo teérico para tais conceitos é apresentado no Apéndice D.

13.8.2 Eliminacao de estados redundantes por simples inspecao

A simples inspecao da tabela de transigdo de estados (state table) pode revelar estados
redundantes, os quais podem ser imediatamente unificados em um estado equivalente. Em geral,
esse método nao conduz a um conjunto minimo de estados, funcionando apenas como um pré-
processamento para os demais métodos de minimizacao. Nesse caso, a condi¢do de redundancia
é dada por: estados (¢") que, para cada entrada simples (z"), conduzem aos mesmos préximos
estados e as mesmas saidas (¢"*!, 2™), representam um tinico estado equivalente.

O algoritmo de eliminacao de estados redundantes por simples inspecao ¢ dado por:
EI1 - Verificar a existéncia de redundancia.
EI2 - Se nao houver redundancia, ir ao passo EIG6.

EI3 - Se houver redundancia, escolher um dos estados redundantes como estado equivalente,
mantendo-o na tabela e eliminando todos os demais estados redundantes.

El4 - Atualizar a tabela, trocando a designacao dos estados eliminados por aquela do estado
escolhido como equivalente.

EI5 - Voltar ao passo EIl.
EI6 - Fim.

A Figura 13.14 apresenta um exemplo de eliminacdo de estados redundantes por simples
inspecao.
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n+1

3

n

r = r = 2"=0]z"=1
A C1 D,0
A C.1 D,0
B E 1 F 0
— | B C,1 F.0
C D.0 F.1
C D,0 F 1
D C.1 B.0
D C.1 B.,0
E D,o F.1 T C1 B o
F E 1 B0 . .
{ {
n n+1 n
q" q"tt 2" R S A e
0 =1 "=0z2"=1
A C 1 D,0 — A C,1 D,0
B C.1 D,0
C D,0 D,1
D 1 10 C D,0 D1
’ ’ D C.1 B.,0

Figura 13.14: Eliminagao de estados redundantes através da inspecao da tabela de estados.
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13.8.3 Método da particao em classes de estados indistinguiveis
(método de Huffman-Mealy)

e O processo ¢é simples, mas nao pode ser aplicado para os casos de tabelas de estados nao
completamente especificadas.

e Ele é baseado no Teorema 1, discutido no Apéndice D e apresentado a seguir.

e Teorema 1: Suponha-se que os estados de um circuito seqiiencial foram particionados
em classes disjuntas, onde p £ ¢ denota que os estados p e ¢ pertencem & mesma classe.
A particao é composta por classes de equivaléncia de estados indistinguiveis se e somente
se as duas condicOes seguintes forem satisfeitas por cada par de estados p e ¢ da mesma
classe, para cada entrada simples x™:

1. A(p™, ™) = A(¢™, z™).
2. 6(p", ™) £ 5(q", 2.

n+1

e Conforme definido no Apéndice D, as func¢oes A(¢", z™) = 2" e 6(¢",z") = ¢"*', repre-

sentam, respectivamente, a saida atual e o préximo estado.
e Basicamente, o método pode ser dividido em duas partes:

— Aplicagao da condic¢ao (1) do Teorema 1.

— Aplicagbes sucessivas da condigao (2) do Teorema 1.
e Algoritmo de minimizagao por particdo em classes de estados indistinguiveis:

HMO - Tentar eliminar estados redundantes por simples inspecao da tabela de estados
original. Se houver alguma eliminagao, a tabela de estados reduzida passa a repre-
sentar a tabela de estados original para o restante do algoritmo. Este passo nao é
necessario, mas diminui o espaco de busca do algoritmo.

HM1 - A partir da tabela de estados original, separar, em classes distintas (C,, € C),
os estados (e;) que possuem os mesmos conjuntos de saidas (z;, ), para cada valor da
entrada (zy).

HM2 - Se houver apenas um estado por classe, ir para o passo HM7.

HMS3 - Se houver pelo menos uma classe atual com mais de um estado, descobrir as
classes referentes aos proximos estados de cada estado atual, as quais serdo denom-
inadas de préximas classes.

HM4 - Para cada classe com mais de um estado, verificar as proximas classes, para cada
valor da entrada (z).

HM5 - Se, dentro de uma mesma classe, houver estados com préximas classes diferentes
dos demais, separa-los em uma nova classe e retornar para o passo HM2.

HM6 - Se, dentro de cada classe, nao houver estado com proximas classes diferentes dos
demais, ir para o passo HM7.

HM7 - Fim.

e As Figuras 13.15, 13.16 e 13.17 ilustram o processo para diferentes tabelas de estado.
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qn anrl’ on
" = " =1
Al C)1 D,0 q" git, 2n
B | E1 F,0 " =0]a2"=1
C l),O f7,1 — q1 QQ,O QQ,l
D| C1 B,0 e | ¢,l 42,0
E | D,0 F 1
F| Bl B,0
+ T
Classe(n) 1 2
Estado(n) C E A B D F
Classe(n+1) [2[2 2|21 [2]1[2]1]2]1]2

Figura 13.15: Exemplo de minimizacao positiva em um passo.

qn qn+1’2n
" = " =
Al B,0 | B/
B| F1 | D1
C| E,1 | G1
D| A0 | CO0
E| D1 | G0
F| F0 | A0
G| C1 | B0
T
Classe(n) 0 2 3
Estado(n) D F A E G B C
Classe(n+1) [1[3[0[1[3[3]0[2]3]|3]0][0][2]2

Figura 13.16: Exemplo de minimiza¢ao negativa em um passo.

TET / UFF



256 Capitulo 13. Circuitos seqiienciais clock-mode

qn qn+17zn

r"=0|2"=1
Al C,0 D, 1
B | B0 E,1 q" gntt, 2n
c| C,0 E, 1 2" =0]2"=1
D| E 1 H,0 do | 90,0 q2, 1
E| D1 | Fo | = 0| 40 | ¢l
F| 1,0 1 @ | ¢l 71,0
G J,0 B, 1 | oq,l q2,0
H 1,0 Al
T G1 | E0
J H1 | DO

1

Classe(n) 0 1

Estado(n) A B C F G H D E I J
Classe(n+1) [O[1[0[1]0o]1]1]0oJ1]0oJ1][Oof1[0]1]0]O0]1]0]]1

] O

Classe(n) 0 1 2 3
Estado(n) A B C F G H D E I J
Classe(n+1) [0[2]0]2]0[2]3]0[3[0[3]0[2][1]2]1[1]2]1]2

Figura 13.17: Exemplo de minimizacao positiva em mais de um passo.
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13.8.4 Método da tabela de implicagcao de estados
(método de Paul-Unger)

e Processo mais complexo do que o apresentado pelo método da particdo em classes.

e Porém, ele é mais genérico, podendo ser aplicado para os casos de tabelas de estados nao
completamente especificadas.

e Definicao 1: Um conjunto de estados P é implicado por um conjunto de estados R
se, para alguma entrada especifica xp, P é o conjunto de todos os proximos estados

ptt = o(r7, xy), para todos os estados atuais r; € R.

e A partir do Teorema 1 e da Definicao 1, pode-se dizer que os estados de um conjunto R
sao equivalentes apenas se todos os estados de um conjunto P, implicado por R, também
sao equivalentes.

e Para que os estados de um conjunto R sejam equivalentes, todos os pares (r;,r;) € R
devem ser equivalentes.

e Logo, para verificar a equivaléncia dos estados de um conjunto, basta testar a implicagao
para cada par de estados do conjunto.

e Uma forma de realizar esse teste ¢ montar uma arvore de implicacao.

e A partir de um determinado par (r;,r;) € R, sdo determinados os estados implicados
para cada entrada. Partindo de cada novo conjunto implicado, a operacao ¢é repetida. Se
algum conjunto implicado da arvore de (r;, r;) nao for equivalente, o par inicial (r;, r;)
nao pode ser equivalente.

e Tal processo de investigacdo, que caracteriza uma prova por absurdo ou contradicao,
possui uma complexidade muito elevada.

e Uma forma mais eficiente de verificar a equivaléncia de estados é através de uma prova
por negacao.

e Nesse caso, os estados sao organizados em uma tabela de implicacao, onde todas as combi-
nagoes de pares de estados encontram-se representadas. Para cada par, sao determinados
os estados implicados, para cada entrada. Em seguida, todos as implicagoes proibidas sao
eliminadas da tabela. O processo de proibicao é repetido até que nenhuma proibicao seja
encontrada. Por fim, sdo listadas as classes de equivaléncia.

e As proibic¢des iniciais sao provenientes de pares de estados que apresentam saidas diferen-
tes para as mesmas entradas.

e Uma tabela de implicacao e uma de suas células sao apresentadas, respectivamente, nas
Figuras 13.18 e 13.19.

TET / UFF



258

Capitulo 13. Circuitos seqiienciais clock-mode

€2
€3
€4

enN ‘
€1 €2 €3 -+ €EN-1

Figura 13.18: Tabela de implicacao genérica do método de Paul-Unger.

o(p, x%) d(q, )
| {
a — b — ot
q :
c — d — 2%
p

Figura 13.19: Célula genérica da tabela do método de Paul-Unger.

e Algoritmo de minimizacao por tabela de implicacdo de estados:

PUO - Tentar eliminar estados redundantes por simples inspe¢ao da tabela de estados
original. Se houver alguma eliminacao, a tabela de estados reduzida passa a repre-
sentar a tabela de estados original para o restante do algoritmo. Este passo nao é
necessario, mas diminui o espaco de busca do algoritmo.

PU1 - A partir da tabela de estados original, separar, em classes distintas (C,, € C),
os estados (e;) que possuem os mesmos conjuntos de saidas (z;, ), para cada valor da
entrada (xy).

PU2 - Se houver apenas um estado por classe, ir para o passo PUS.

PU3 - Montar uma matriz triangular inferior, contendo indices horizontais h; = e; €
{C, — en} e Indices verticais v; = e; € {C, —e1}.

PU4 - Anular todas as posi¢des da matriz, referentes as combinagdes h; x v;, onde
C.(e:) # C.(e;).

PUS5 - Preencher todas as posigoes da matriz, referentes as combinagoes h;" X v}, onde

C.(el') = C.(e}), com os pares (hi*! — vf*!

entrada (zy).

)k se it £ ot para cada valor da

PU6 - Repetir, até que ndo haja mais anulagoes, para cada posigao nao anulada h;' x vf
da matriz:
PU61 - Verificar se os pares (hf™" — v7*1), foram anulados.
PUG62 - Se, pelo menos um dos pares tiver sido anulado, anular a posi¢ao corrente
hi x v} da matriz e notificar a ocorréncia de anulagao.

PUT - Organizar em classes de equivaléncia os estados cujas combinagoes h;' X v}’ nao
foram anuladas e em classes individuais os demais estados.

PUS8 - Fim.
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13.9 Atribuicao de estados

13.9.1 Consideragoes iniciais

No projeto de um circuito digital seqiiencial, a atribuicao de estados tem influéncia direta
na sintese da logica combinacional que gera as varidveis de excitacao e as variaveis de
saida.

A prética demonstra que atribuigdes de estados diferentes podem produzir légicas com-
binacionais diferentes.

Portanto, a fim de se obter o circuito combinacional de menor custo, deve-se procurar a
atribuicao de estados que favoreca a sua sintese.

Uma vez que os estados sao representados por um conjunto de V' variaveis booleanas, duas
situagdes podem ocorrer. Na primeira, o niimero de estados (S) que se deseja representar
¢ igual ao ntimero de estados representaveis, de forma que S = 2V. Caso contrario, o
niimero de estados a serem representados encontra-se na seguinte faixa: 2V 71 < § < 2V,

Quando S = 2V, o problema de atribuicdo de estados se resume a estabelecer uma relacao
de equivaléncia dos estados desejados com as configuragoes existentes para as variaveis
de estado.

No caso de 27! < § < 2V, além da equivaléncia, é necessario também escolher S
configuracdes a serem utilizadas dentre as 2V existentes.

Para um ntimero de estados na faixa 2! < S < 2", pode-se demonstrar que o ntimero
. .~ Vv
total de atribuigoes (Ay) pode ser calculado por Ay, = (2377'8),

Porém, muitas dessas atribuigbes sdo redundantes, pois representam apenas trocas e/ou
complementacoes logicas das variaveis de estado.

Assim, pode-se demonstrar que o nimero de atribuigdes efetivamente diferentes (Ag;r)

2V—1)!
pode ser calculado por Ag; = s v

A Tabela 13.21 ilustra algumas possibilidades.

Estados | Variaveis de Estado | Atribuicoes
() (V) (Adis)

2 1 1

3 2 3

4 2 3

5 3 140

6 3 420

7 3 840

8 3 840

9 4 10.810.800

Tabela 13.21: Numero de atribuicoes de estados efetivamente diferentes.

Assim sendo, para S = 3 ou 4, podem ser realizados 3 projetos, a partir das 3 atribuicoes
possiveis, escolhendo-se o de menor custo.
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Para S > 5, pode-se visualizar duas solucoes:

— Aplicar um algoritmo que encontre a atribuicdo de menor custo.
— Aplicar regras que indiquem um conjunto reduzido de atribui¢oes de menor custo,
projetar cada uma delas e realizar a escolha.

Na literatura relativa ao assunto, podem ser encontradas varias propostas de técnicas a
serem aplicadas no processo de atribuicao de estados.

Infelizmente, nenhuma delas apresenta um algoritmo de busca da melhor atribuicao.

Na realidade, sao apresentadas regras genéricas, cujo emprego conduz a um conjunto
reduzido de atribui¢oes de menor custo.

Portanto, enfatizando, a func¢ao das regras propostas é a de reduzir o nimero total de
atribui¢oes para uma quantidade minima de atribuicoes que merecam ser analisadas.

De posse de um conjunto reduzido de candidatas a uma atribuicdo de menor custo, o
projetista pode testar as alternativas e realizar a escolha.

Vale ressaltar, ainda, que a aplicacao das regras nao garante que a melhor atribuicao seja
encontrada.

Dependendo da especificacao do circuito seqiiencial e do tipo de elemento de memoria
utilizado, as regras podem apontar para uma solucao que nao é a de menor custo, porém
é bem proxima.

13.9.2 Base tedrica para as regras de atribuicao de estados

e A atribuicdo de estados de menor custo é aquela que sintetiza as variaveis de excitagao e

as variaveis de saida através da menor quantidade de circuito combinacional.

A reducao da quantidade de circuito combinacional empregada é associada a simplificacao
da equacao logica que o representa.

Por sua vez, a minimizacao de uma equagao logica é conseguida através da combinagao
de mintermos ou maxtermos que possuam adjacéncia logica.

Por adjacéncia légica entende-se a situagao onde dois mintermos (ou maxtermos) diferem
pelo valor de apenas um de seus bit.

No mapa de Karnaugh simbdlico da Figura 13.20, os conjuntos de varidveis {x1,z0} e
{y1, Yo} representam, respectivamente, as varidveis de entrada e as varidveis de estado.

Utilizando-se o mapa na sintese das varidveis de excitagdo (Y) e das varidveis de saida
(z), destacam-se trés situagoes distintas.

Supondo-se que o mapa se refere a sintese de variaveis de excitacao, ocorrerem dois casos
que envolvem uma dindmica de mudanca de estados. O primeiro deles ¢é relacionado com
a possibilidade de simplificacdo de valores em linha (v,.). Ele trata da mudanca de dois
estados atuais para dois proximos estados, para um mesmo valor de entrada. O outro
caso é relacionado com a possibilidade de simplificacdo de valores em coluna (v.). Ele
trata da mudanga de um estado atual para dois préximos estados, para dois valores de
entrada diferentes.
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Por outro lado, se o mapa se refere a sintese das variaveis de saida, ocorre a terceira
alternativa, estatica. Nesse caso, os valores atuais (“0” ou “17) da saida podem promover
simplificagbes em linha (v,) e/ou em colunas (v.).

Com base na andlise de cada situagao, pode-se definir um conjunto de regras basicas que
indique uma atribuicao de estados adequada.

Ainda que tais regras nao conduzam a maior simplificagdo possivel, elas ajudam a escolher
uma solucao proxima da otima.

1Yo
00 |01 |11 10
00 | v, | v,
T1Xo 01
11 Ve
10 Ve

Figura 13.20: Analise de minimizacao para as equagoes de excitacdo e de saida: mapa de
Karnaugh simbdlico.

Analise para a sintese de variaveis de excitacao

Do mapa de Karnaugh da Figura 13.20, destacam-se duas situacoes dindmicas distintas.

Uma simplificagdo de linha (v,) envolve a dindmica de dois estados atuais para dois
proximos estados, considerando uma mesma entrada.

Por sua vez, uma simplificagao de coluna (v.) envolve a dindmica de um estado atual para
dois préximos estados, considerando duas entradas diferentes.

Na simplificagao de linha (v,), podem ser identificados alguns subcasos, de acordo com os
proximos estados: i) todos iguais para as mesmas entradas, ii) todos iguais para entradas
diferentes, iii) alguns iguais para as mesmas entradas, iv) alguns iguais para entradas
diferentes, e v) todos diferentes. Tais subcasos nao serao analisados, sendo deixados
como proposta de exercicio.

A Figura 13.21 apresenta uma tabela de atribuicao de estados hipotética. Nesse caso, os
estados logicamente adjacentes sao: (a,b), (a,c), (b,d) e (¢, d).

As Figuras 13.22 e 13.23 ilustram a anélise de minimizacao para as variaveis de excitacao.

A Figura 13.22 mostra que, se dois estados atuais possuem o mesmo proximo estado e nao
sao logicamente adjacentes, as suas excitagoes para os elementos de meméria (FE;;) nao
poderao ser combinadas. Caso contrario, elas se combinarao com certeza, minimizando a
expressao logica, a menos de uma das variaveis de estado, para a qual nao ha garantia.

Assim, desconsiderando-se os subcasos, a recomendagao é: “Dois estados que possuam o
mesmo proximo estado devem ser logicamente adjacentes!”.
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e A Figura 13.23 mostra que, se um estado atual possui dois proximos estados que nao
possuem adjacéncia logica, nada garante que as excitagoes dos elementos de memoéria
(Eij e Ei) serdo as mesmas e, portanto, nada garante que elas serao agrupadas para
minimizar a expressao logica. Caso contrario, a minimizagdo é possivel com certeza, a
menos de uma das variaveis de estado, para a qual nao hé garantia.

e Nesse caso, a recomendacao é: “Dois estados que sejam préximos estados de um mesmo
estado devem ser logicamente adjacentes!”.

e Uma vez que as duas recomendacoes envolvem, respectivamente, um impedimento e uma
possibilidade, a primeira delas delas deve ser prioritaria em relagao a segunda.

Estados | Varidveis de Estado
q Y1Yo
a 00
b 01
d 11
c 10

Figura 13.21: Analise de minimizacdo para as equagoes de excitacdo e de saida: tabela de
atribuicao de estados hipotética.
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" | vive ¢! yi g
" =0]a2"=1]a"=0]2"=1
01 a 00
10 a 00
Tabela de transicao de estados
Yryo Yryo
00| 01 |11 10 00| 01 |11 ] 10
" 0 Eogo Eo " 0 Eo Eoo
1 1

Dinamica da variavel de estado ¥,

a) Caso sem simplificacao.

Dinamica da variavel de estado g

RS ¢! iyt
x”:O‘xnzl x”:O‘xnzl
b 01 a 00
d 11 a 00
Tabela de transicao de estados
Y1y Y1y
00| 01 | 11 |10 00| 01 | 11 |10
" 0 Eoo | Eqo " 0 Evo | Ero
1 1

Dinamica da variavel de estado y; Dinamica da variavel de estado g

b) Caso com simplificagao.

Figura 13.22: Analise de minimizacao para as equagoes de excitagdo: casos de estados atuais

com mesmo proximo estado.
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R ¢! yi Tyt
x”:O\xnzl x”:O\xnzl
a 00 b c 01 10
Tabela de transicao de estados
Yo Yo

00 [01] 11110 00 [01] 11110

z" 0| Ego " 0| Eo
1 Egl 1 EOO

Dinamica da variavel de estado y; Dinamica da variavel de estado g

a) Caso sem simplificacao.

RR q""! iyt
x”zO‘x”zl x”zO‘x”zl
a 00 b d 01 11
Tabela de transicao de estados
Y1y Yo

00 [01] 11110 00 [01] 11110

z" 0 E(]O z" 0 E01
1 E01 1 EOI

Dinamica da variavel de estado y; Dinamica da variavel de estado g

b) Caso com simplificacio.

Figura 13.23: Analise de minimizagdo para as equagodes de excitagao: casos de estado atual
com proximos estados diferentes.
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Analise para a sintese de variaveis de saida

e Do mapa de Karnaugh da Figura 13.20, destaca-se uma situacao estatica, nao envolvendo
mudancas de estado.

e Com base na atribuicao de estados apresentada na Figura 13.21, a Figura 13.24 ilustra
a analise de minimizacdo para as variaveis de saida. Se dois estados atuais possuem a
mesma saida, para a mesma entrada, e nao sao logicamente adjacentes, os valores de saida
nao poderao ser combinados. Caso contrario, os valores de saida serao combinados com
certeza, minimizando a expressao logica.

e Portanto, a recomendacao é: “Dois estados atuais que possuam a mesma saida, para a
mesma entrada, devem ser logicamente adjacentes!”.

e Normalmente, o nimero de variaveis de saida ¢ menor que o numero de variaveis de
excitagdo. Assim sendo, tal recomendacao terd a menor prioridade.

q* | o zi' Y1y
" =0]a2"=1 00|01 |11]10
. . . 20 1 1
01 1 0 1 0 0
10 1 0
Zi
Tabela de transicao de estados Mapa-K da saida z;
a) Caso sem simplificacao.
q" | yi'vo zi' Yryo
" =0[z"=1 00| 01]11]10
... . 20 1 [ 1
b 01 1 0 1 0
d 11 1 0
<
Tabela de transicao de estados Mapa-K da saida z;

b) Caso com simplificagao.

Figura 13.24: Andlise de minimizagdo para as equagoes de saida.

TET / UFF



266 Capitulo 13. Circuitos seqiienciais clock-mode

13.9.3 Exemplo de regras simples (Armstrong-Humphrey)

e No projeto de circuitos seqiienciais que possuam um nimero pequeno de estados, podem
ser utilizadas duas regras bésicas no processo de atribuigao de estados | [Nl ].

e Tais regras sao originadas na tentativa de minimizacgao da logica responsavel pela geragao
das variaveis de excitacao.

e A principal motivacao para o emprego destas regras é que elas sao de curta descrigao, de
facil compreensao, de simples aplicacao e conduzem a bons resultados.

o Regras:

— Regra 1: Dois ou mais estados que possuam o mesmo proximo estado devem ser
logicamente adjacentes.

— Regra 2: Dois ou mais estados que sejam proximos estados de um mesmo estado
devem ser logicamente adjacentes.

e B importante ressaltar que as regras sao listadas em ordem decrescente de prioridade.

e A Figura 13.25 ilustra as regras descritas acima.

Regras de Armstrong-Humphrey

g\ P
N\ /
it ar
/ N\
q; g
Regra 1 Regra 2

“Os estados ¢; e ¢; devem ser logicamente adjacentes.”

Figura 13.25: Ilustracao das regras de Armstrong-Humphrey.
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13.9.4 Exemplo de regras mais refinadas

Um conjunto de regras mais completo pode ser obtido: i) ao se detalhar a Regra 1,
anteriormente apresentada, e ii) ao se incorporar a tentativa de minimizagao da légica
responsavel pela geracao das variaveis de saida.

E importante ressaltar que as regras sao listadas em ordem decrescente de prioridade.
Regras:

— Regras 1:

x Regra la: Os estados que possuam todos os proximos estados iguais, coluna
a coluna, devem ser logicamente adjacentes. Se possivel, os proximos estados
também devem ser logicamente adjacentes, de acordo com a Regra 2.

x Regra 1b: Os estados que possuam todos os préximos estados iguais, mas
em colunas diferentes, devem ser logicamente adjacentes se os préximos estados
também puderem ser logicamente adjacentes.

x Regra 1c: Os estados que possuam alguns do proximos estados iguais devem ser
logicamente adjacentes. A prioridade de adjacéncia serda maior para os estados
que apresentarem um maior nimero de proximos estados iguais.

— Regra 2: Os proximos estados provenientes de um mesmo estado atual devem ser
logicamente adjacentes.

— Regra 3: As atribui¢oes devem ser feitas de forma a simplificar os mapas das
variaveis de saida. Assim sendo, os estados que possuam as mesmas saidas, para as
mesmas entradas, devem ser logicamente adjacentes.

13.10 Efeitos causados por estados extras

13.10.1 Definicao do problema

No projeto de circuitos seqiienciais, ¢ comum ocorrer a situacao onde o nimero total de
estados que pode ser implementado pelo circuito é maior do que o niimero total de estados
que constam na sua especificacao.

Uma vez que, teoricamente, nao havera transi¢oes dos estados principais para os estados
extras, os valores de proximo estado e de saida para os estados extras podem ser assumidos
como nao especificados (don’t care ou com valor légico “X”).

Tal decisao de projeto acarreta duas conseqiiéncias imediatas. Por um lado, evita-se
empregar uma quantidade extra de circuito légico combinacional, responsavel pelo correto
funcionamento a partir dos estados extras. Além disso, os valores logicos “X” podem
acarretar simplificacbes no projeto do circuito légico principal, durante a sintese das
variaveis de excitagao.

Na pratica, porém, algum mal funcionamento do circuito pode colocd-lo em um dos
estados extras.

Por essa razao, deve-se realizar uma anélise do circuito projetado, de modo a verificar o
comportamento de tais estados.
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268 Capitulo 13. Circuitos seqiienciais clock-mode

e As seguintes situagdes podem ocorrer nos circuitos cujo projeto contém estados nao es-
pecificados:

— No caso particular do uso de flip-flops do tipo SR, pode acontecer alguma indeter-
minagao no circuito seqiiencial devido a indeterminagoes nos flip-flops (S = R = 1).
— As saidas do circuito podem apresentar valores nao esperados e/ou nao especificados.

— Podem surgir estados extras isolados (dead states) ou ciclos isolados de estados extras
(dead cycles), totalmente independentes dos estados relativos a operagao normal do
circuito seqiiencial projetado.

— Todos os estados extras podem formar seqiiéncias de estados que convergem para os
estados relativos a operacao normal do circuito seqiiencial projetado. O diagrama de
estado de tais circuitos é chamado de arbusto (bush), sendo o conjunto dos estados
normais de operagao denominado de tronco (trunk) e as seqiiéncias de estados extras
de ramos (branches). Nesses casos, o circuito seqiiencial é dito auto-corretivo (self-
correcting).

13.10.2 Possiveis solugoes

e Assolugoes para o retorno do circuito aos seus estados principais, a partir de algum estado
extra, podem envolver dois tipos de agoes.

e Adotando-se uma correcao ativa, pode-se empregar circuitos logicos adicionais, com a
funcao de auxiliar na deteccao dos estados extras e na atuagao sobre o circuito.

e Em um tipo de correcao passiva, pode-se projetar o circuito de tal forma que seu Diagrama
de Estados final seja um arbusto.

e Agoes ativas (apds o projeto):
— Deteccao de erro: que exige um circuito adicional para identificagdo de um estado
extra.

— Sinalizac¢ao de erro: que pode ser implementada através de um sinal extra de saida
(flag de erro) ou de um valor de saida nao especificado.

— Interrupcao do sinal de clock: que necessita de um circuito extra para mascaramento
do sinal de clock original.

— Corregao ativa: que executa o retorno a um dos estados principais através de um
sinal de RESET.
e Agdes passivas (durante o projeto):
— Verificar os mapas-K de excitagdo, para evitar que ocorram indeterminagoes (valores
S =R =1) em flip-flops do tipo SR.

— Verificar os mapas-K de excitagdo, para evitar que ocorram dead states e/ou dead
cycles.

— Verificar os mapas-K de saida, para garantir consisténcia nos valores das mesmas.

e Deve ser ressaltado que, em projetos onde a operagao correta é fundamental, ambos os
tipos de acoes devem ser empregados.
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Capitulo 14

Circuitos seqiienciais pulsed

14.1 Introducao

A Figura 14.1 apresenta um modelo genérico para circuitos seqiienciais pulsed.

X L M y/
Funcao
Combinacional
y R P Y
=
Geracao e Armazenamento

das Varidveis de Estado

|
|
|
Controle de mudanca de estado — — — _

Figura 14.1: Modelo genérico para circuitos seqiienciais pulsed.
O modelo destaca a auséncia de um sinal especial de relégio ou clock, que atue diretamente
sobre o circuito de memoria, destinado puramente ao sincronismo.

Uma mudanca de estado é provocada pela ocorréncia de um pulso em um dos sinais de
entrada.

Qualquer um dos sinais de entrada pode ser do tipo pulso.

Os sinais de entrada z; podem ser tanto do tipo nivel quanto do tipo pulso. Porém, é
obrigatorio que pelo menos um deles seja do tipo pulso.

No caso de circuitos seqiienciais do tipo Mealy, por defini¢do, as saidas poderao ser do
tipo nivel e/ou do tipo pulso, uma vez que poderao ser provenientes das combinagoes dos
niveis das variaveis de estado com os niveis e os pulsos dos sinais de entrada. Porém, o
mais comum ¢ que as saidas sejam todas do tipo pulso.
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e Para os circuitos seqiienciais do tipo Moore, as saidas deverao ser do tipo nivel e deverao
permanecer estaveis durante o intervalo de tempo entre dois pulsos de entrada consecu-
tivos.

e Os elementos de memoria podem ser dos tipos unclocked ou clocked.

e Em relacao as combinagoes de sinais dos tipos nivel e pulso, vale destacar os seguintes
aspectos:

— Uma vez que combinagoes logicas AND e OR entre pulsos positivos e negativos
produzem resultados indeterminados, apenas um tipo de pulso (positivo ou negativo)
deve ser usado.

— Apos a escolha do tipo de pulso a ser utilizado (positivo ou negativo), ainda deve ser
lembrado que algumas interacoes entre sinais dos tipos nivel e pulso geram resultados
indeterminados para as operacoes logicas AND e OR.

— Portanto, considerando-se que os sinais x;, z, e T, representam, respectivamente,
sinais dos tipos nivel, pulso positivo e pulso negativo, as seguintes combinacoes
podem ser empregadas:

- =x , rt+r=x , T Tp=2xp , Tpt+Tp=2=,

T T =% , Tt+T =T , T+Tp,=Tp, , Tp Tp=7Tp.

14.2 Restricoes de operacao

e Os circuitos seqilienciais pulsed apresentam as seguintes restricoes para o seu correto fun-
cionamento:

— Deve ser garantido que os elementos de memoria operem de tal forma que ocorra
apenas uma mudanca de estado para cada pulso de entrada.

— Todos os pulsos de entrada devem apresentar uma duragao (largura de pulso) sufi-
ciente para o correto acionamento dos elementos de memoria.

— As bordas de disparo dos pulsos de entrada consecutivos, em um mesmo sinal de
entrada ou em sinais de entrada diferentes, devem ser espacadas de um intervalo
maior que o tempo de mudanca de estado dos elementos de memoria.

x Como conseqiiéncia desta restricdo, é vetada a ocorréncia de pulsos simultaneos
em sinais de entrada diferentes.

— As entradas do tipo nivel devem estar estaveis quando ocorrer um pulso em qualquer
das entradas do tipo pulso.
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14.3 Classificacao quanto aos pulsos de entrada

e Trés classes de circuitos seqiienciais do tipo pulsed podem ser destacadas: controlled-clock,
pulse-mode e ripple-clock.

Circuitos do tipo controlled-clock sao casos particulares, sujeitos a mais restrigbes. Ainda
assim, tal abordagem permite o projeto de sistemas digitais mais complexos do que aqueles
pertencentes a classe de circuitos clock-mode.

Circuitos do tipo pulse-mode representam uma classe mais geral dentro dos circuitos do
tipo pulsed. Eles podem ser empregados nos casos onde as restri¢oes de sincronismo dos
circuitos clock-mode e controlled-clock nao possam ser cumpridas.

Circuitos do tipo ripple-clock resultam de um tentativa de otimizacao que pode levar a
reducao da quantidade de hardware em detrimento da freqiiéncia maxima de operacao.

Circuitos do tipo controlled-clock:

— Os elementos de memoria sao do tipo clocked.
— Existe somente uma entrada pulsada, sendo esta periddica e denominada de clock.

— O sinal de clock nao é aplicado diretamente nas entradas de controle dos elementos
de memoria. Ele é combinado com os outros sinais de entrada e/ou com as variaveis
de estado para gerar fontes secundarias de sinais pulsados, sincronizados com o sinal

de clock.
e (ircuitos do tipo pulse-mode:

— Os elementos de memoria podem ser dos tipos unclocked ou clocked.
— Normalmente, existe mais de uma entrada pulsada.

— Podem ser destacados dois casos: i) coexisténcia de entradas dos tipos nivel e pulso
e ii) existéncia apenas de entradas do tipo pulso.

— Geralmente, os diversos sinais de entrada pulsantes sao aperidédicos e temporalmente
descorrelacionados.

e Circuitos do tipo ripple-clock:

— Existe, pelo menos, uma entrada pulsada.

— Existe, pelo menos, um elemento de memoéria ativado pelos pulsos de entrada. Em
seguida, as saidas desse elemento servem de sinal de ativacao para outros elementos
de memoria, e assim consecutivamente, até que todos os elementos de memoria
tenham sido ativados.

— As entradas pulsadas podem ser periddicas ou nao.

— O intervalo de tempo entre pulsos de entrada consecutivos deve levar em conta o
tempo de propagacao de disparos sucessivos dos elementos de memoria. Isso pode
ser controlado através do pior caso ou através de sinais de término de disparos.

— Geralmente, o circuito apresenta estados intermedidrios nao estaveis (transitorios).
Se necessario for, as saidas devem ser controladas pelos pulsos de entrada, a fim de
que apresentem apenas os resultados estaveis.
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14.4 Circuitos pulse-mode

14.4.1 Motivacao

e Existem situagoes onde as restrigoes de sincronismo para os circuitos clock-mode e controlled-
clock nao podem ser atendidas.

e Uma situacao tipica é a interface entre subsistemas projetados independentemente uns
dos outros.

e Outra situagao tipica é a interconexao de subsistemas implementados com familias logicas
diferentes, onde a diferenca de taxa de operagao é significativa.

e Por exemplo, um sinal de saida do tipo nivel em um subsistema com taxas elevadas de
chaveamento pode ser interpretado com um pulso de entrada em um subsistema mais
lento.

e Utilizando a técnica de projeto pulse-mode, o projetista ganha liberdade para designar
quais sinais serao interpretados como sendo do tipo nivel ou do tipo pulso.

14.4.2 Mudancas nas representacoes

e O diagrama de estados, a tabela de transigao de estados (state table) e o mapa-K usados
na sintese de circuitos pulse-mode apresentam algumas mudancas em relacao aqueles que
sao empregados em circuitos clock-mode.

e Tanto a sintaxe quanto a semantica de tais representagoes sofrem modificacgoes.
e Diversas sintaxes, bem como seus significados, podem ser propostas.
e A sintaxe e a semantica utlizadas no presente texto sao detalhadas a seguir.

e Assim como nos circuitos clock-mode, os valores z; = 0 e x; = 1, de uma entrada do tipo
nivel, e os valores z; = 0 e z; = 1, de uma saida do tipo nivel, representam os niveis logicos
que tais sinais podem assumir.

e No diagrama de estados, a auséncia ou a presenga de um pulso (positivo ou negativo) em
um sinal de entrada pulsante z, é representada, respectivamente, pela auséncia ou pela
presenca da variavel z, (pulso positivo) ou de sua negacao logica T, (pulso negativo).

e No diagrama de estados, a auséncia ou a presenga de um pulso (positivo ou negativo) em
um sinal de saida pulsante z, ¢ representada, respectivamente, pelo valor légico “0" ou
pela presenga da variavel z, (pulso positivo) ou de sua negagao logica z, (pulso negativo).

e Na tabela de estados, os valores z, =%, = 0 e z, = Z, = 1, de saidas pulsantes z, (pulso
positivo) e Z, (pulso negativo), representam, respectivamente, a auséncia e a presenca de
um pulso em z, e Z,.

e Entradas nao especificadas nas transi¢coes do diagrama de estados, bem como as saidas
nesses casos, sao representadas na tabela de estados como don’t care (“X”).

e No diagrama de estados, a especificacdo conjunta de duas ou mais variaveis de entrada
do tipo pulso, (zp1,zp2, - -+ ), indica apenas que a ocorréncia de um pulso em qualquer dos
sinais x,; acarretard uma mudanca de estado. Afinal, deve ser le