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Prefacio

O trabalho em questao aborda os topicos a serem apresentados na disciplina Fundamentos
de Processamento Digital de Sinais. O material completo, dividido em apostilas e tutoriais,
encontra-se dividido nos seguintes volumes:

1. O conteudo tedrico pode ser encontrado no volume entitulado Apostila de Teoria para
Fundamentos de Processamento Digital de Sinais.

2. O conteudo pratico pode ser encontrado no volume entitulado Apostila de Cédigos de
Programas Demonstrativos para Fundamentos de Processamento Digital de Sinais.

3. As especificagoes dos trabalhos extra classe propostos na disciplina podem ser encontradas
no volume entitulado Apostila de Trabalhos Extra Classe de Exercicio e de Cédigo (TEC)
para Fundamentos de Processamento Digital de Sinais.

4. Conteudos matematicos basicos, necessarios a disciplina em questao, sao abordados no
volume entitulado Apostila de Nivelamento para Fundamentos de Processamento Digital
de Sinais.

5. Uma abordagem integradora dos tépicos de interesse da disciplina, de forma simples e
direta, utilizando o sistema de média movel como exemplo, pode ser encontrado no volume
entitulado Tutorial sobre Sistema de Média Movel para Fundamentos de Processamento
Digital de Sinais.

6. Um contetdo associado com Teoria de Sistemas, Teoria de Controle, Teoria de Circuitos e
Teoria de Processamento de Sinais, envolvendo aspectos tedricos e cédigos de programas
demonstrativos, pode ser encontrado no volume entitulado Tutorial sobre Influéncia dos
zeros e dos poélos da Fungao de Transferéncia no formato da funcao Resposta em Frequéncia
para Fundamentos de Processamento Digital de Sinais.

Os documentos foram escritos com o intuito de servir como uma referéncia rapida para
os alunos dos cursos de graduacao e de mestrado em Engenharia de Telecomunicagoes da
Universidade Federal Fluminense (UFF). O material basico utilizado para o conteido teérico
foram as minhas notas de aula, que, por sua vez, originaram-se em uma coletanea de livros
sobre os assuntos abordados. Por outro lado, os cédigos de programas demonstrativos e as
especificagoes dos trabalhos propostos sao completamente autorais.

A motivagao inicial para o desenvolvimento desse trabalho foi a de aumentar o dinamismo
das aulas. Logo, deve ficar bem claro que os documentos produzidos nao pretendem substituir
os livros textos ou outros livros de referéncia. Pelo contrario, espera-se que eles sejam utilizados
como ponto de partida para estudos mais aprofundados, utilizando-se a literatura existente.

Espero conseguir manter o presente texto em constante atualizagao e ampliacao.

Corregoes e sugestoes sao sempre bem-vindas.

Alexandre Santos de la Vega
UFF / TCE / TET
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Apresentacao do material didatico

Metodologia de construcao

e O material aqui apresentado nao é fruto de um projeto educacional envolvendo idealizacao,
planejamento, pesquisa, estudo, estruturacao, desenvolvimento, revisao e edigao.

e Pelo contrario, ele nasceu, evoluiu e tem sido mantido de uma forma bem organica.

Historico

e Em 1995, o autor ingressou no Departamento de Engenharia de Telecomunicagoes (TET)
da Universidade Federal Fluminense (UFF) e, desde entdo, tem sido responsével por
diversas disciplinas oferecidas pelo TET para o Curso de Engenharia de Telecomunicagoes,
da Escola de Engenharia da UFF (TCE/UFF), e para o Curso de Ciéncia da Computagao,
do Instituto de Computagao da UFF (IC/UFF).

e Na época do seu ingresso, o Processamento Digital de Sinais ja era um assunto presente
na area de Telecomunicac¢oes. E com importancia crescente. Apesar disso, ainda nao era
oferecida pelo TET uma disciplina formal sobre a matematica que o fundamenta.

e Com essa percepgao, ele criou a disciplina optativa “Introducao ao Processamento Digital
de Sinais”, em 1998.

e Para dar suporte as aulas, foram elaboradas as primeiras notas de aula (manuscritas)
para a disciplina optativa criada no TET. Nessa primeira tentativa de implantacao da
disciplina, foi usada a referéncia [Mit9§] como livro texto.

e A disciplina optativa foi oferecida pelo autor apenas durante dois periodos letivos, em
virtude do seu afastamento para finalizacdo do seu doutoramento.

e Durante o afastamento, e mesmo algum tempo depois, a disciplina optativa foi oferecida
por outro professor do TET. Nesse periodo, o autor langou uma outra disciplina optativa,
vinculada a primeira, tratando do Projeto de Filtros Digitais.

e Tendo voltado a ministrar a disciplina, o autor decidiu ampliar as notas de aula manuscritas,
baseando-se em diversos outros livros.

e Na primeira década de 2000, o TET realizou uma reforma curricular e a disciplina optativa
“Introducao ao Processamento Digital de Sinais” tornou-se obrigatoéria, sob o nome de
“Processamento Digital de Sinais”.
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Em 2008, com os objetivos iniciais de melhor organizar os manuscritos e de atender aos
apelos dos alunos por copia dos manuscritos, eles foram apenas transcritos para o Sistema
de Preparagao de Documentos KTEX [KD04|] , [MGO4]. Assim, surgiu a primeira versao
da apostila de teoria.

A partir dai, com a maturacao gradual que a disciplina foi ganhando a cada periodo letivo,
novos conteudos foram surgindo. Ora por curiosidade do autor, procurando incorporar
um determinado tépico na disciplina. Ora por curiosidade dos alunos, por demandarem
algum assunto em especial. Ora por necessidade pedagodgica, pois, ao se perceberem
duvidas recorrentes dos alunos, novas formas de abordagem tém sido testadas.

Além disso, como filosofia educacional do autor, as questoes que fazem parte de toda e
qualquer forma de avaliagdo formal da disciplina (testes, provas, trabalhos) sdo anexadas
ao conteido, na forma de exercicios propostos.

No final da década de 2010, o TET realizou uma nova reforma curricular, a qual acarretou
uma reducao na quantidade e na carga horaria das disciplinas. Isso provocou uma
reformulagao na abordagem dos tépicos da disciplina, que passou a ser denominada de
“Fundamentos de Processamento Digital de Sinais”.

Ainda como filosofia educacional do autor, a apostila de teoria nao apresenta figuras que
ilustrem os assuntos abordados. Pelo contrario, é demandado aos alunos que eles gerem
as suas proprias figuras, a partir de um aplicativo computacional adequado.

Desde 2011, objetivando incentivar os alunos a modificarem codigos existentes e a gerarem
seus préprios codigos, uma nova apostila tem sido elaborada, contendo cédigos para
programas demonstrativos, relativos aos topicos abordados na apostila de teoria, em sala
de aula e/ou em alguma forma de avaliagao formal da disciplina.

A partir de 2016, com a incorporacao de trabalhos semanais na pratica da disciplina, uma
nova apostila tem sido elaborada, contendo os trabalhos extra classe (TEC) propostos a
cada periodo letivo.

Em 2018, foi percebido que, utilizando o sistema de média mével como exemplo, é possivel
abordar e integrar os topicos de interesse da disciplina de forma simples e direta. Além
disso, com ele, também é possivel gerar exemplos, exercicios e aplicagoes praticas, com
certa facilidade. Assim, teve inicio a elaborac¢do do tutorial sobre o sistema de média
movel.

Em 2019, foi iniciado um tutorial sobre a influéncia dos zeros e dos pélos da Funcao de
Transferéncia no formato da fungdo Resposta em Frequéncia, buscando atender a uma
série de motivagoes, listadas no documento em questao.

A partir do isolamento social, imposto pela Pandemia de COVID-19, nos anos de 2020 e
2021, foi notada uma deficiéncia relativa aos conteiidos matematicos basicos de Matrizes,
Numeros complexos e Polindémios, necessarios a disciplina em questao.

A principio, tais conteidos foram apenas abordados em aulas iniciais de revisao. Em
seguida, um texto inicial foi anexado a apostila de teoria, na forma de apéndices. Por
fim, a partir de 2025, uma apostila de nivelamento, foi incorporada ao conjunto dos
materiais autorais produzidos.
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Comentarios gerais:

Conforme foi exposto acima, desde o inicio da sua confeccao até o presente momento,
sempre foram preparadas diversas versoes de cada documento ao longo de um mesmo
periodo letivo. Por essa razao, o identificador “Versao A<ano>M<més>D<dia>" aparece
logo abaixo do titulo de cada apostila.

No tocante a apresentagao do contetido tedrico, os manuscritos originais continham apenas
topicos, destinados a abordagem do conteido programatico durante as aulas. Pode-se
dizer que tais manuscritos representavam apenas um roteiro de aula. Gradativamente,
com a evolugao da apostila de teoria, os topicos tém sido trocados por textos dissertativos,
relativos ao contetido abordado.

No ponto de vista estrutural é que o aspecto dinamico dos documentos mais se tem
feito presente. Buscando uma melhor apresentacao dos topicos abordados, os diversos
seccionamentos de texto (capitulos, segoes, subsegoes, etc.) comumente surgem, sao
mesclados e desaparecem, a cada nova versao.

Por tudo isso, pode-se asseguradamente dizer que todo o material produzido encontra-se
em constante atualizacao.

Na preparagao das aulas, tém sido utilizados os seguintes livros:

— Livros indicados pela ementa da disciplina: [DASN10], [Mit98].

— Outros livros indicados: [Rob09], [PMO06], |[Jac96], [She95], [SK89|, [Ant86], [SDD84],
[OWYS3], [PL76], [OST75], [CadT3].
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Teoria abordada no material didatico

e Introducao <2 horas>
— Conceitos basicos: que busca contextualizar a disciplina no ambito do curso e
apresentar conceitos que serao necessarios ao longo do texto. <2 horas>

— Conexao entre os modelos analdgico e discreto/digital: que apresenta um resumo
das representagoes dos sinais analogicos no dominio da freqiiéncia e aborda as duas
formas de conexdo entre os dominios analdgico e digital. [Opcional]

e Sinais e sistemas (com tempo discreto) no dominio do tempo <12 horas>
— Sinais no dominio do tempo: defini¢des, classificacdes, operacgdes, exemplos e
caracterizagoes. <4 horas>

— Seqiiéncias exponenciais: caracteristicas relevantes de exponenciais, fun¢des com
dependéncia exponencial, decomposicao de fungoes usando exponenciais, amostragem
de sinais continuos no tempo. <4 horas>

— Sistemas no dominio do tempo: defini¢oes, classificagoes, operacoes, exemplos e
caracterizagoes. <4 horas>

e Representagoes de um Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT) <10 horas>

— Resposta ao impulso. <1 hora>

— Diagramas de blocos de complexidade genérica. <1 hora>

— Equacao de diferenca. <1 hora>

— Diagramas de sistema (ou estruturas ou realizagbes). <2 horas>

— Operador de transferéncia. <1 hora>

— Diagrama de polos e zeros do operador de transferéncia. <2 horas>

— Equacoes de estado. <2 horas>

— Relagbes e mapeamentos entre as diversas representagoes. <distribuido ao longo da
apresentacao do conteido e exercitado na forma de trabalhos>

e Respostas de um Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT) <10 horas>

— Caélculos da resposta de um SLIT <8 horas>

x Célculo da resposta de um SLIT baseado na solucao das equacoes de estado.
<1 hora>

x Célculo da resposta de um SLIT baseado no uso do operador de transferéncia.
<1 hora>
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*

*

Célculo da resposta de um SLIT baseado na solugao convencional da equagao
de diferenca. <4 horas>

Célculo da resposta de um SLIT FIR (Resposta ao Impulso Finita) com entrada
de comprimento indefinido. <2 horas>

— Tipos de resposta de um SLIT <2 horas>

*

*

*

*

*

Resposta completa.

Resposta homogénea + resposta do sistema relaxado (resposta particular +
resposta complementar).

Resposta ao estado + resposta a entrada.
Resposta natural + resposta forgada.
Resposta transitoria + resposta permanente.

e Nocoes da representacao em dominio transformado para sistemas de primeira ordem
[Opcional]

— Resposta em Freqiiéncia: baseado no céalculo da resposta de um SLIT de primeira
ordem, para um determinado tipo de sinal de entrada, pode-se identificar um novo
tipo de representagao para o sistema.

— Funcao de Transferéncia: baseado no calculo da resposta de um SLIT de primeira
ordem, para um determinado tipo de sinal de entrada, pode-se identificar um novo
tipo de representagao para o sistema.

e Sinais e sistemas (com tempo discreto) no dominio da freqiiéncia <20 horas>

— Sinais <10 horas>

*

*

* X X X X

Motivagoes para a mudanca de dominio de uma representacao. <1/2 hora>

Revisao das representagoes em freqiiéncia com tempo continuo
(Série de Fourier, Transformada de Fourier e Transformada de Laplace).
<1/2 hora>

Série de Fourier de Tempo Discreto (DTFS). <1 hora>
Transformada de Fourier de Tempo Discreto (DTFT). <2 horas>
Transformada de Fourier Discreta (DFT). <2 horas>
Transformada Z. <2 horas>

Relacoes entre as diversas representacoes em freqiiéncia, parametros e efeitos
importantes. <2 horas>

— Técnicas bésicas para aceleragao do calculo da DFT. [Opcional]

— Aplicacoes basicas da Transformada Z em sinais e sistemas. <6 horas>

*

*
*
*
*

Transformada Z de alguns sinais importantes.
Transformada Z aplicada na convolucao.
Transformada Z aplicada em sinais deslocados.
Transformada Z aplicada na equacao de diferenca.

Transformada Z no célculo de respostas de um SLIT.



XV

— SLIT de ordem qualquer <4 horas>

x Tipos de respostas de um sistema.

*x Resposta completa em dominio transformado.

*

Resposta em Freqiiéncia.

*

Seletividade em Frequéncia.

*

Funcdo de Transferéncia ou Fungao de Sistema.

*

Representagoes de um SLIT no dominio da freqiiéncia.

e Aplicagbes: exemplos de aplicagdes sao distribuidos ao longo do texto e exercitados na
forma de trabalhos.
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Objetivos da disciplina

e Apresentar a base matemaética que fundamenta o Processamento Digital de Sinais.
e Trabalhar com sistemas que apresentem as seguintes caracteristicas:

— Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT).

— Sistema Single-Input Single-Output (SISO).

— Sistema operando com tempo discreto.

— Sistema operando com sinais definidos em tempo discreto, quantizados (digitais) ou

nao (amostrados).

e Trabalhar com sinais basicos que sejam simultaneamente dependentes das variaveis tempo
e freqiiéncia, utilizando-os na composicao dos demais sinais envolvidos.

e Discutir a analise de sistemas no dominio da variavel tempo e no dominio da variavel
freqiiéncia. No dominio do tempo, o foco estd na FORMA que os sinais apresentam.
No dominio da freqiiéncia, o foco estd na COMPOSICAO que os sinais apresentam.

e Discutir a aplicagao dos conceitos de Operador de Transferéncia (no dominio do tempo)
e de Funcao de Transferéncia (no dominio da freqiiéncia), bem como a relagao existente
entre ambos.

e Discutir a aplicacao do conceito de estado de um sistema e da analise do sistema no espaco
de estados.
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Introducao






Capitulo 1

Introducao

O presente documento apresenta um material a ser utilizado como uma revisao de contetudos,
visando um nivelamento de teoria e um nivelamento de programacao.

1.1 Nivelamento sobre teoria

A disciplina Fundamentos de Processamento Digital de Sinais aborda conceitos matematicos
comumente utilizados na area de Processamento Digital de Sinais. Em resumo, a disciplina trata
da area matematica de Sinais e Sistemas com Matematica Discreta.

Para que se possa trabalhar o contetido principal da disciplina, alguns tépicos matematicos
sdo considerados pré-requisitos. Assim, espera-se que os alunos possuam conhecimentos basicos
em tais contetdos, que serdao diretamente aplicados e/ou empregados como ferramentas de apoio
ao longo da disciplina.

A partir da constatacao de uma nitida falta de dominio dos pré-requisitos necessarios, foi
montado o presente texto, que procura apresentar uma revisao dos principais itens de cada
topico, incluindo aqueles que sao diretamente necessarios a disciplina em questao.

1.2 Nivelamento sobre programacao

Uma vez que a disciplina trabalha com matematica discreta, visando gerar simulacoes
e/ou aplicagdes finais em hardware digital, alguns conceitos de programagao também sao
considerados pré-requisitos para um bom desempenho do cédigo desenvolvido.

Dado que nem todos os alunos apresentam dominio sobre algumas técnicas comumente
empregadas, o presente texto procura ainda incorporar um conjunto de topicos de apoio.
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Nivelamento sobre teoria






Capitulo 2

Revisao de matrizes

2.1 Definicao

Dados dois ntimeros L e C', naturais e nao nulos, define-se uma matriz “L por C” (L x C)
como uma tabela de elementos my., onde 1 <[ < L e 1 < ¢ < C, distribuidos por L linhas e
C' colunas.

2.2 Representacoes

E comum designar-se uma matriz por um letra maitscula e em negrito, tal como M, ou
ainda indicando as suas dimensoes, tal como M .

Dadas as dimensoes L = 2 e C' = 3, bem como os indices lec,onde 1 <[ < Lel <c<C(C,
representacoes comuns para uma matriz sao as seguintes:

mi1 M2 m13]

My, s = (mlc)2><3 =
Mo1 Moz TN23

my; MMyz2 M3
M,z = (mlc)2><3 = ( .

M1 Mog 1MM23

O acesso ao elemento my., de uma matriz M 1 «¢, pode ser indicado por M |l,c] ou M (l,c).

2.3 Matrizes particulares
Podem-se definir os seguintes tipos de matrizes particulares:
e Matriz linha ou vetor linha: L = 1.
e Matriz coluna ou vetor coluna: C' = 1.
e Matriz quadrada: L = C.

e Matriz nula: m;,. = 0, VI e Ve.



8 Capitulo 2. Revisao de matrizes

Podem-se definir os seguintes tipos de matrizes quadradas (L = C') particulares:

e Matriz diagonal: m;. =0, V [ # c.

e Matriz (diagonal) unidade, unitéria ou identidade: m;. =0,V I#cem.=1,VI=rc.
e Matriz triangular inferior: m;. =0,V [ < c.

e Matriz triangular superior: m;. =0, V[ > c.

e Matriz simétrica: my. € R, m;. = my, VI e Ve.

e Matriz anti-simétrica: m;. € R, my. = —my, Vi e Ve.

e Matriz Hermitiana ou autoadjunta: m;. € C, my. = m};, Vl e Vc.

e Matriz anti-Hermitiana: m;. € C, my, = —mJ;, Vil e Ve.

Em uma matriz quadrada, onde L = C' = N, podem-se definir as seguintes estruturas:
e Diagonal principal: conjunto dos elementos m,., onde [ = c.

e Diagonal secundaria: conjunto dos elementos m,., onde (I +¢) = (N + 1).

2.4 Operacoes basicas

2.4.1 TIgualdade

Para que duas matrizes de mesmas dimensoes, Ay« e By, sejam consideradas iguais, a
seguinte relagdo deve cumprida: Apxc = Brxc < ai = by, Vil e Ve.

2.4.2 Adicao e subtracao

Dadas as matrizes A = (a;.)rxc € B = (bi.)rxc, a sua soma produz uma nova matriz
A+ B =M = (my.)rxc, onde my. = ;. + b, Vi e Ve.

A partir da matriz A = (a;.)rxc, define-se a matriz oposta de A como —A = (—a;.)Lxc,
Vi e Ve, de tal forma que A+ (—A) = 0. Com isso, a subtragdo matricial pode ser definida por
A—-B=A+(-B).

2.4.3 Multiplicacao
Multiplicacao entre elemento e matriz
Dados o elemento a e a matriz B = (b;.)xc, a sua multiplicacdo produz uma nova matriz
a-B =M = (my)rxc, onde my. = a- by, Vi e Ve.
Multiplicacao entre matrizes

Dadas as matrizes A = (ai)xn € B = (bne)nxc, a sua multiplicagdo produz uma nova
matriz A - B = M = (my.)pxc, onde my. = SN (ag, + bpe), VI e Ve.

AS.V.
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2.4.4 Matriz inversivel e matriz singular

A partir da matriz quadrada A = (a;.) yxn, define-se a matriz inversa de A como AL de
tal forma que A- A7 = A7 A = I. Com isso, a divisdo matricial, entre matrizes quadradas,
pode ser definida por A/B=A-B™".

Nem toda matriz quadrada possui uma inversa. Quando a sua inversa existe, a matriz é
dita inversivel. Caso contrario, ela é denominada matriz singular.

2.4.5 Transposicao

A partir da matriz A = (a;.)Lxc, define-se a matriz transposta de A como AT = (ae)exr,
Vi e Ve.

Do ponto de vista estrutural, pode-se dizer que as linhas (ou colunas) de A sao as colunas
(ou linhas) de A,

2.5 Referéncias

Os topicos abordados neste capitulo podem ser encontrados, com mais detalhes, em [IMD™85].

TET / UFF
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2.6 Exercicios propostos

1. Monte as seguintes matrizes:

o Mjy,s, tal que my. = (I + ¢).
o Mj,.», tal que my. = (I - c).

2. Monte as seguintes matrizes:

o M3, tal que my. = (I)°.
o M, ., tal que my. = (c)’.

o M3, tal que my, = (—1)0+9),

3. Realize as seguintes operacgoes:

.'261o+159
408 12 3 7 11
L1030 [25 15
|20 40 20 10
_ 1 4
.235}25
] 3 6
.12313
4 5 6 .

1
.456}2

3
1
o | 2 [456]
3

4. Demonstre as seguintes relagoes:

A+B)"=A" + B".
Apun - Byxe)' =BT - A",
).-C=A-(B-C).

AS.V.



Capitulo 3

Revisao de nimeros complexos

3.1 Definicao do corpo dos niimeros complexos

Dado que

e R ¢é o conjunto dos ntimeros reais
e R x R =IRR? é o produto cartesiano
e R2={(z,y)|7€R ¢ yeR}

e supondo-se as seguintes defini¢oes, envolvendo os elementos (a,b) e (¢, d), de R?:

1) igualdade: (a,b) =(¢,d) <= a=c e b=d
2) adigao: (a,b) + (¢,d) <= (a+c,b+d)
3) multiplicagdo:  (a,b) - (¢,d) <= (ac—bd,ad+ bc)

pode-se definir que

e C é o conjunto dos niimeros complexos
e 2 € C é um nimero complexo

e C={z=(z,y) |z €R, yeR eas defini¢oes (1) a (3) sao validas } .

3.2 Representacoes dos nimeros complexos

3.2.1 Forma algébrica ou retangular

Considerando-se o subconjunto

R = {(a,b) € C|b=0} ,

pode-se mostrar que operar com o nimero complexo (x,0) é equivalente a operar com o nimero
real . Logo, existe um isomorfismo entre R’ e R, de tal forma que

r=(z,0), VreR

RcC.

11
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Levando-se em consideracao a unidade real 1, de tal forma que 1 = (1,0), e definindo-se o
nimero complexo (0, 1) como a unidade imagindria e o simbolo i = (0, 1), tem-se que

i’ =i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1

e, de forma geral, para n € N, que

o= 1 = (1,0),
Al = = (0,1),
At = 1 = (=1,0),
At = i = (0,-1) .

Assim, um numero complexo qualquer z pode ser escrito na seguinte forma algébrica,
denominada forma retangular:

z = (z,y)

(x,0) +(0,y)

= (I70) ) (1’0) + (y,()) ’ (07 1)
x-1+y-1

onde x = Re{z} é a parte real de z e y = Im{z} é a parte imagindria de z.
Pode-se, entao, definir a seguinte nomenclatura:

Ntmero complexo (x,y)=x+y-i

— z=(z,y
Nimero real (puro) — z=(z,00)=24+0-i=2x
Nidmero imaginario (puro) — z=(0,y)=04+y-i1=y-i (y#0).

3.2.2 Numeros complexos conjugados
Os numeros complexos z e z* sdo ditos complexos conjugados se, e somente se,

Neste caso, pode-se mostrar que

x:Re{z}:Z+z
2
e
z—2"
:I =
y=1Im{z}=——

AS.V.
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3.2.3 Forma trigonométrica ou polar

Os ntimeros complexos ainda podem ser interpretados como pontos em um plano cartesiano,
denominado Plano Complexo ou Plano de Argand-Gauss. Tal plano é exemplificado na
Figura 3.1} onde:

z=(z,y) ¢é um numero complexo,

20y ¢é o plano cartesiano de Argand-Gauss,
O0x é o eixo real,
Oy ¢é o eixo imaginario,

P = (x,y) ¢ o afixo de z.

Im{z} =y
Plano de
Argand-Gauss
L SR P =z
[
T |
[
o
|
0
* Rel{z} =x

Figura 3.1: Plano de Argand-Gauss.

Deve-se ressaltar que, nessa interpretagao, x representa a projecao de z sobre o eixo associado
ao0s numeros reais puros, enquanto y representa a projecao de z sobre o eixo associado aos
nimeros imaginarios puros. Como definido na Secao [3.1, ambos os eixos devem conter nimeros
reais.

A norma N e o mddulo (ou valor absoluto) de z sdo dados, respectivamente, por

N(z) =z 2" =2 +y°

e
|z| = \/N(z) = \/x2 +y:=r.
O argumento (principal) de z # 0 é dado pelo dngulo ©, tal que
sin® = Y = Imiz} :
r 2]
cos© = - Re{z}
r 2]
¢ 1
tan © = ¥ miz} .
r  Re{z}

Logo, para z # 0, pode-se escrever que
z=(x,y)=z+y-i=r-(cos©+1i-sin0O)

e que, para z = 0, r = 0 e © é indefinido.
Deve-se notar que existem infinitos angulos congruentes a um valor principal 0 < © < 27,
que sao
Or=0O©xk-2m), keN. (3.1)

Portanto, pode-se dizer que um ntmero complexo z # 0 possui infinitos argumentos ©;, e que
0 < O < 27 é o seu argumento principal.

TET / UFF
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3.2.4 Foérmula de Euler

Dado um angulo 0, a identidade de Euler fornece

e*© = (cos© + i -sinO).

De acordo com a interpretacao geométrica dos nimeros complexos, a identidade de Euler
indica que as funcoes reais cos © e sin © sdo projecdes da funcdo complexa e,
No caso particular de © = 7, tem-se a férmula de Euler, definida por

e =—1.

Para © = +7, pode-se escrever

;T .
et = 44 .

3.2.5 Resumo das representacoes
Com base nas representacoes descritas acima, pode-se escrever as seguintes relagoes:

z=(zr,y)=24+y-i=r-(cosO+i-sin@) =r-e®

r=ld =N = a2+ a2

© = arg(z) = arctan (;ﬂng —etan (z)

PP=-1.
Definindo-se
= (x,—y)=x—y-i=r-(cos©O —i-sin@) =r e

tem-se ainda as seguintes identidades:

x:Re{z}:Z+Z
2
e *
z—z
:I pummy
y=1Imiz} = ——

3.3 Operacoes com niimeros complexos

A seguir, sdo resumidas as operacoes basicas sobre niimeros complexos: adicao, subtracgao,
multiplicagao, divisao, potenciacao, radiciagao, exponencial e logaritmo.

AS.V.
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3.3.1 Adigao e subtracao

Conforme a prépria definicdo dos niimeros complexos, as operagoes de adi¢ao e subtragao
realizam-se através da adigao/subtracao de suas partes real e imaginaria. Por isso, é preferivel
que se os represente na forma retangular. Exemplificando, dados

21=T1+y -t

e
22:$2+y2'i7
tem-se que
Za=2n+2=(x1+22)+ (11 +y2) 0
e

2 =121— 2= (21 —x2) + (Y1 — o) - 0 .

3.3.2 Multiplicacao e divisao

Para niimeros complexos expressos na forma retangular, a multiplicacao é realizada conforme
a propria definicdo dos niimeros complexos. Dados

21:x1+y1-i

Zg=To+ Y21,
a multiplicacdo é calculada por
Zm =212 = (T1 T2 — Y1 Yo) + (T1 Y2+ X2 Y1) 0
Para o cédlculo da divisdo, ¢ mais pratico transformé-la em uma multiplicacao, através do

complexo conjugado do denominador. Exemplificando, dados

21:$1+y1'i

Zyg =Ty + Y21,
onde 2, # 0, a divisdo é realizada da seguinte forma:

21 1 =z 25
Doy 2=y 2

Zd = -
Z9 Z2 29

' ER .

No caso dos niimeros expressos na forma polar, os cdlculos sdo extremamente simplificados.

Dados
zlle—i—yl-i:rl-ezel

29 =Tog+Ys- 1 =To €2,

obtém-se a multiplicagdo e a divisao, respectivamente, por

Zm = 2122 = (7"1 '€l®1> ' (r2 ’ 6192) = (r1-72) - e'(01192)

101
T+ € .

29 (rg - €92) Ty

TET / UFF
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3.3.3 Potenciacao

Assim como nas operagoes de multiplicacdo e divisdo, é muito mais conveniente realizar a
operacao de potenciacao expressando-se os nimeros complexos na forma polar. Neste caso, o
calculo é realizado do seguinte modo, conhecido como 1% férmula de Moivre:

2k = (x+y- z)k
. k .
_ (r . 62@) — k. ik®

= 7. (cosk®© +1i-sinkO) .

3.3.4 Radiciagao

Na operacao de radiciacdo também é mais conveniente que se utilize a forma polar. Dado

o nimero complexo nao nulo
e

z=x+y-i=r-e°
deseja-se calcular o conjunto de N valores

1

R )
Zk:%:Z%:(r‘eze)N:TW.GZ%’ k:07172a7(N_1)
Tal problema é equivalente a resolver a seguinte equacao:
Z]i\f_(r.ei@)zo’ k:071727"'7(N_1)7 (32)

que, sendo de ordem N, deve possuir /N raizes.
Aplicando-se (3.1)) em (3.2)), obtém-se a seguinte seqiiéncia infinita de N raizes distintas:

|

< e
Z|=

o

1 _ .
2_2 = (7‘ . ei(®+(_2)'2ﬂ')) N — Z(%+(_2)'2W)
1
. v 1 (O 27
Z_1 = (r . e’(®+(*1)‘2”)) N pw el (RN F)
1
. N 1 (O 27
1
; ~ 1 i(© 4.2
21 = (7" : 67’(®+1'27r)) N = TN - 61(N+1 N)
1
. ~ 1 (O 27
22 = (7" . el(@+2'27r)) N = rN. ez(ﬁ"‘Q'W)
1
; ~ 1 i( L .2m 1 i(© 4 (_9).2m
An_p) = (7, ) 61(6+(N—2)‘27r))1\’ — . i(Rr-2)-3T) rE L (RTEDE) .,
1
: N 1 =l 27 1 (O 27
ZN-1) = (r : el(®+(N*1)‘2’T))N — ¥ RTE-DF) rr G (RHEDR) = 4
1
; N 1 (L 2n 1 (e 27
1
. N 1 (L 27 1 (4 q.27
ZN+1) = (7" : ez(®+(N+1)'27r))N = pr L AFHNDR) o (SR = 2
1
. = 1 (O 27 1 - © 27
Z(N+2) = (7" . ez(®+(N+2)'27r)) N = IrN . ez(ﬁ—i_(N—i_Q)'W) = IrN - ez(ﬁ+2'ﬁ) = 29
que pode ser resumida em
1
; N 1 (© 27 1 (O 21
2k = (7“ : ez(@Jrk'%)) Vv GFHER) v (RN Zktm-N (3.3)

AS.V.
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onde k=0,1,2,--- (N —1)em €N,

A Equacao (3.3), conhecida como 2% férmula de Moivre, mostra que as N raizes distintas
de um nimero complexo nio nulo z = r - €’ encontram-se uniformemente distribuidas em um
circulo com centro na origem do plano complexo e com raio igual a »~. O ponto inicial possui
A _® . ~ . 2
angulo ©y = % rad. Os pontos seguintes sao separados por intervalos angulares de 5f rad.
Equag6es binémias

As equacoes na forma
a,z2" +ag =0,

onde a,,ay € C, a, # 0 e n € N, sdo denominadas equagoes binomias.
Equacgoes desse tipo admitem n raizes distintas, calculadas por

o= -2 0 k=0,1,2,---,(n—1).

Qn

Equacgoes trindmias

As equagdes na forma
2
a9, 2" + apz" +ag =0,

onde asy,, an,ag € C, as, # 0, a, # 0 e n € N, sdo denominadas equacgoes trindmias.
Equacoes desse tipo admitem 2n raizes distintas. Para calcula-las, inicialmente, deve-se
fazer 2™ = x, obtendo-se
Aon®> + apx +ao =0,

que possui raizes xrj e xs.
Resolvendo-se as equacoes bindmias 2" = z; e 2" = x5, determinam-se as 2n raizes distintas
b
da equacao trindmia.

3.3.5 Exponencial (base ¢)

Assim como nas operacoes de adicao e subtragao, é muito mais conveniente realizar a
operagao de exponenciacao expressando-se os nimeros complexos na forma retangular. Neste
caso, o calculo é realizado do seguinte modo:

exp(z) = ¢€°

e(az+y'i)
= (&%) - ')
= (€") - (cos(y) +i-sin(y)) .

3.3.6 Logaritmo (base ¢)

E bom ressaltar que encontram-se algumas notacoes diferentes para logaritmos. Por vezes,
o logaritmo natural (base €) é representado por log(-), enquanto o logaritmo comum (base 10)
e os logaritmos de outras bases sao representados por log'base’(-) ou logipgse (). Por exemplo:
log10(-), log2(-), logio(-) e loga(-). Alternativamente, o logaritmo natural (base e) é representado
por [n(-), o logaritmo comum (base 10) é representado por log(-) e os logaritmos de outras bases
sao representados por log'base’ () ou logipgse (+)-

TET / UFF



18 Capitulo 3. Revisao de niimeros complexos

Para realizar a operacao de logaritmo também é mais conveniente expressar os numeros
complexos na forma polar. O calculo é realizado da seguinte forma:

In(z) = In(z+y-i)
In (r . ei@) = In (r . ei(eik'2”)>
= In(r)+0©-1i,

onde £k € Ne 0 <O < 27 é argumento principal.

3.4 Referéncias

Os t6picos abordados neste capitulo podem ser encontrados, com mais detalhes, em [IMD™85].

AS.V.
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3.5 Exercicios propostos

1. Dados os ntimeros complexos z; = (a3 + j by) e 2o = (az + j bs), atenda aos seguintes
itens:

Calcule os nimeros complexos conjugados 2] e 2.

Calcule (z1 + 23).

Calcule (21 — 29).

Calcule (z - 23).

Calcule (25 + 23).

Calcule
Calcule

Calcule

)
)
) (
) (
) (=1
) Calcule (27 — 23).
) (27
) (21 + 22)*.
) (21 — 22)"
) Calcule (z1 - 29)*.
) Mostre que (z1 + 22)* = (2] + 23).
) Mostre que (z1 - z9)* = (27 - 23).
(m) Mostre que (27 - z2) = (22 - 21).
2. Dados os vetores complexos z = [ 21 20 |1, 24 = [ 21, 20, |7 € zp = [ 21, 22, |, bem como
a relacio 27 = (2*)T atenda aos seguintes itens:

a) Mostre que (z*)T = (27)*.
Calcule 27, 2,7 e 2.
Calcule (2,7 - z).
Calcule (2™ - z4)*.
(e) Mostre que (247 - 2p) = (2™ - 24)*.
3. Calcule os nimeros complexos 2 = j*, para j = (0,1) e k = {0, 1,2, 3}, empregando as
seguintes representacoes:
(a) Par ordenado.
(b) Forma algébrica (ou retangular).
(c) Forma trigonométrica (ou polar).
4. Estabeleca uma relacio geométrica entre os niimeros complexos 2 = j*, para j = (0, 1)

= {0,1,2,3}, com base na sua representagdo na forma polar e nas operagoes de
multiplica¢do e/ou de potenciagao.

5. Dados 7 = {ry,re,r3} = {0.5,1,2} e O = %’r, onde N = {1,2,3,4,5,6,8,9,10,12},

esboce o gréfico, no plano complexo, dos niimeros complexos zpy = 7, - €79,
6. Esboce o gréfico, no plano complexo, do lugar geométrico definido por |z| = 1.
7. Calcule as N raizes complexas do nimero: (a) z=1e (b) z = —1.

8. Dado N = {2,3,4,5,6}, esboce os grificos, no plano complexo, das N raizes complexas
do nimero: (a) z=1¢ (b) z = —1.

TET / UFF
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Capitulo 4

Revisao de polinémios

4.1 Definicoes

Dada a seqiiéncia a = {ag, a1,as, - ,ay_1,an}, onde a; € C, a fungao f: C — C, dada
por f(z) = ant™ +ay 12Vt + oo+ ag2® + ayr + ag = Yy arz”, é denominada funcio
polinomial ou polinémio associado a seqiiéncia a.

Os ntimeros a;, sdo denominados coeficientes e as parcelas a,z"* sdo chamadas de termos, do
polindémio f.

De uma forma geral, sem levar em conta as diferentes defini¢oes existentes, um polinémio
com um unico termo aix® é dito um mondmio.

Dado o polinémio f, o seu grau, denotado por df ou gr f, é definido por

a, #0

O termo de mais alto grau (ayx?) é denominado de termo dominante (ou lider). Por sua
vez, o coeficiente do termo dominante (ay) é definido como o coeficiente dominante (ou lider).

Se o valor do coeficiente dominante de um polindémio for igual a 1, o polinémio é chamado
de polindémio monico (ou unitério).

Se houver um ou mais coeficientes nulos, o polinémio é dito incompleto.

Dados r € C e um polindémio f, se f(r) =0, entdo r é dito uma raiz (ou um zero) de f.

Uma vez que expressoes algébricas sao definidas como expressoes matematicas que apresentam
numeros, letras e operagoes, pode-se dizer que um polindmio é uma expressao algébrica.

4.2 Interpretacoes

A funcao polinomial f pode ser interpretada de duas formas diferentes.

Por um lado, f pode ser pensada como um tnico elemento, individual, de um conjunto de
funcoes polinomiais.

De outra forma, f pode ser interpretada como uma equacgao a ser avaliada, que retorna o
valor numérico v = f(x), o qual é a imagem de = pela funcao f.

21
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4.3 Operacoes basicas

4.3.1 Igualdade

Dados os polinémios f(z) = Sh_, arr® e g(x) = S0, bra®, eles sdo considerados iguais se
e somente se a, = by,.

4.3.2 Adicao e subtracao
Dados os polinomios f(z) = S0 arz® e g(x) = SN, bpr®, a sua adicdo (ou subtragio) é

definida por
max(M,N)

(f£o)@)= > (axtb)a".

k=0

Dados os polinémios f e g, tem-se

of +g) <mazx(df,dg) .

4.3.3 Multiplicacao

Dados os polinémios f(z) = M arz”* e g(z) = S0, bra”, a sua multiplicacio é definida
por

(fg)(z) = (aobo) + (aob + aibo)x + (asby + arby + aghy)x® + - - - + (apby)x™ ™
(M+N

)
= Z Ckl'k s
k=0
onde
k
ok = agb + arby + -+ + agbo = Y abg—i -
i=0
Dados os polinémios f e g, tem-se

A(fg) = (0f + 9g) .

4.3.4 Divisao
Defini¢oes

Dados os polindémios f e g, dividir f por g (f—+g) significa encontrar outros dois polinémios,
q e r, de modo que as seguintes relagoes sejam satisfeitas:

(¢-g9)+r=f
Or < dg ou Or = 0 (divisdo exata)
Os polinémios sao denominados dividendo f, divisor g, quociente ¢ e resto r.

Teorema do resto

Dados os polinémios f e g, tal que g(z) = (z —ap) e df > 1, entdo, na divisao f =+ g, tem-se
que Or < dg = 1. Logo, Or =0 e r = f(ao).

AS.V.
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Teorema de D’Alembert

Um polindmio f é divisivel (divisao exata) pelo polinémio g(z) = (z — ag) se, e somente se,

) =
r = 0. Portanto, ay deve ser raiz de f, de forma que r = f(ag) = 0.

Teorema da decomposicao

Dado o polinémio
N
N N-1 2 k
f(z) =ana™ + a1z T+ @ a4 ag = ) aga”
k=0

ele pode ser decomposto, para N > 1, em
N
f(@)=an(@—ri)(—r2) - (x —rn) =an [[(x —71s) ,

k=1

onde 7 sdo as raizes (distintas e simples) de f.

Como corolario da demonstragio, tem-se que toda equagio polinomial f(z) = 0 admite N,
e somente IV, raizes complexas.

Pensando no caso da ocorréncia de miltiplas raizes com o mesmo valor (raizes multiplas),
com multiplicidade my, a decomposi¢cao pode ser expressa como

flz) =an(x —r)™(x —1ry)™ - (x —rp)"P = 1:[ x—rE)"

onde
(mi+mg+---+mp)=N

e 1, sao as P raizes distintas de f, com multiplicidade my,.

4.4 Relacoes uteis

4.4.1 Relacgoes de Bhaskara

Dada a equacao polinomial de grau 2
f(x)=az®* +br+c=0,

onde a # 0, as suas raizes podem ser encontradas pelas seguintes relagoes:

A = (b* — 4ac) ,
—b— VA
r = ——

2a

e

—b+ VA
Tgo = ——— .

2a
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4.4.2 Relagoes de Girard

Dada a equacao polinomial de grau 2
f(x)=ar* +bx+c=0,

onde a # 0, pode-se escrever

flx) = a<x2+2x+;>
= alx —r))(x—ry)
= a [mz —(ri+mr)x+ (7“17"2)]
= a <x2 — Sx + P) ,

de onde obtém-se )
S = - __
(r1+ 1) 4

P = (7’ 1r 2) = E .
a
As relagoes de Girard nao sao suficientes para que se calcule as raizes r, de f. Porém, no
caso de polindmios (equagdes) de grau 2, com combinages particulares de S e P, nao é dificil
inferir os valores de r; e 9.

4.4.3 Coeficientes reais e raizes complexas

Pode-se demonstrar que, em um polindmio f com coeficientes a5 € R, caso seja encontrada
uma raiz r; € C, deverd existir uma outra raiz ro € C, obrigatoriamente com valor igual ao
complexo conjugado de ry.

Dito de outra forma, em um polinémio f com coeficientes reais ay, raizes complexas nao
reais ocorrem em pares, com valores complexos conjugados (ry = r7).

No caso da existéncia de multiplas raizes com o mesmo valor (raizes multiplas), raizes
complexas nao reais ocorrem em pares, com valores complexos conjugados (1, = 77), cada uma
delas com multiplicidade m.

4.5 Equagao polinomial (ou equagao algébrica)

Dadas as fungoes polinomiais f(x) e g(x), a sentenga f(x) = g(x) é definida como uma
equagao polinomial ou equacao algébrica. Os valores de z que tornam a sentenca verdadeira
sao denominados de raizes da equagao.

As seguintes operagoes nao alteram o conjunto solugdo (ou as raizes) de uma equagao
polinomial:

f(x) = g(x) «— f(x) + h(zx) = g(z) + h(z)

f(@) =g(x) «— k- f(x) = k-g(z) .

A partir de tais operacoes, pode-se escrever

f(@) = g(x) «— f(z) —g(z) =0
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ou ainda
f(x) = g(z) +— f(z) — g(x) = p(z) = anz™ +ay 12"+ -+ ar® + a1z +ap =0 .

Desse modo, encontrar o conjunto solucao (ou as raizes) da equagao polinomial f(x) = g(x)
¢ equivalente a encontrar as raizes do polinémio p(x) = f(x) — g(z).

4.6 Interpretacao geométrica

Pensando no polinémio f como um mapeamento y = f(x), onde € R, pode-se representar
tal relacdo por meio de uma curva em um grafico bidimensional, com abscissa x e ordenada y.
Nesse sentido, a cada par (x,y) corresponde um ponto da curva.

As curvas das seguintes fungoes sao bem conhecidas:

e Funcao constante (mondmio de grau 0): f(x) = ay.

e Funcao linear (mondémio de grau 1): f(x) = ayz.

e Funcao afim (polindémio de grau 1): f(z) = a1x + ao.

e Funcio quadratica (polindmio de grau 2): f(z) = asx® + a1z + ap.

e Funcio ctibica (polindmio de grau 3): f(z) = ax® + asz® + a1x + ay.

Dado o mapeamento y = f(x), pode-se interpretar que as raizes do polindomio f sdo os
valores de x onde ocorrem intersegoes (ou cruzamentos) da curva y = f(z) com a curva y = 0
(ou com o eixo das abscissas).

Dados os mapeamentos y; = f(z) e y2 = g(z), pode-se interpretar que o conjunto solucao
(ou as raizes) da equagao polinomial f(z) = g(x) sdo os valores de = onde ocorrem intersegoes
(ou cruzamentos) entre as curvas y; e yo. Pensando ainda que a equagao polinomial f(z) = g(x)
pode ser reescrita por meio do mapeamento y3 = p(x) = f(x) — g(z) = 0, pode-se interpretar
que o conjunto solugdo (ou as raizes) da equagao polinomial sdo os valores de x onde ocorrem
intersegoes (ou cruzamentos) da curva y3; = p(z) com a curva y3 = 0 (ou com o eixo das
abscissas).

4.7 Funcao polinomial racional

4.7.1 Definicoes

Uma fungao polinomial racional é simplesmente uma razao de polinémios, da forma

n(z) Yoo e _ brat + bt 4 4 boa? 4 by + by
d(z) Zévzo apr®  ayrN +ay 12N+ aga? +ax +ag

fz) =

onde n e d sao os polindbmios numerador e denominador, respectivamente.
No caso onde L < N, a razao é dita uma fracao prépria. Caso contrario, ela é chamada de
fracao imprépria.
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26 Capitulo 4. Revisao de polinémios

4.7.2 Raizes, zeros e pélos

As raizes dos polindmios n e d recebem denominacgoes diferentes, em relacao ao polindémio f.
Dado que as raizes de n anulam f, elas sao consideradas os zeros de f. Por sua vez, as raizes
de d fazem f tender a infinito, sendo chamadas de pdlos de f.

Em uma funcao polinomial racional f, o total de zeros é igual ao total de polos, embora
a quantidade de zeros finitos possa ser diferente da quantidade de pélos finitos.

Comumente, em representagoes graficas, os zeros sao representados pelo simbolo “O7,
enquanto os poélos sao representados pelo simbolo “X”.

4.7.3 Decomposicoes basicas
Decomposigao série (produto de polinémios de ordem 1)

Conhecendo-se os zeros e os polos da fungao polinomial racional f, ela pode ser decomposta
da seguinte forma:

n(r) S bpa®
d(zr) SN apt

bLZL'L —+ bL_ll'Lil 4+ -4+ ngEQ —+ b1[E —+ bo
anxN +ay_12N"1 4+ -+ ax® + a1 + ag
bp(z —2z1)(x —29) -+ (x — 21)
an(z —p1)(x —p2) -+ (x — pn)

<bL> (@ — 20)(@ — 23) - (& — 21)

flx) =

(

an ) (x —pi)(@ —pa2)--- (x — pn)
_ e = =)
KHk 1(96—291@)7

onde zj e py, 20 os zeros e os polos (distintos e simples) de f, bem como K = (by/ay) é definida
como a constante de ganho de f.

Pensando no caso da ocorréncia de miltiplas raizes com o mesmo valor (raizes multiplas),
com multiplicidade my, a decomposicao pode ser expressa como

o) = |

bL) (@ —z)"m (x — 29)™2 -+ (x — 2p)™P
an ) (& —p1)"™(x — p2) ™2 -+ (2 — po)™re
Hf:l(x — zp)"ek

Hg:1(55 — pi)™h 7

()
an

(mz1+m22+"'+mzp):L7

onde

(Mp1 +mMmpg + - +myg) =N,

bem como zj; e py sao os P zeros e os () polos distintos de f, com multiplicidade m.; e mp,
respectivamente.
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Decomposigao paralela (soma de fragdes parciais)

Aplicando-se a divisao polinomial, uma fun¢ao polinomial racional imprépria g pode ser
decomposta na soma de um polindmio p com uma fungao polinomial racional propria f, dada
por

dye™M + dyr 7™M~ + o doa® + dyr + dy
antN +ay_12VN 14+ -+ ax? + a1 + ag
brat + by x4 by + by
= pl)+ N N-1 2
anr” +an_1% + - Favx® + ax + ag

= plx) + fz) .

Conhecendo-se os pélos da fungao polinomial racional propria f, ela pode ser decomposta
da seguinte forma:

g(z) =

o) = W) - Do
S i ke

bpat + bt ™t 4 4 bor? + by + by
antV +ay_ 12N 4o+ asx? + a1 + ag
brat + bt 4 4 bo? 4 by + by

an(x —p1)(z —p2) -+ (z = pn)

(1) bral + by x4 - 4 by 4 by + by

an

(z —p1)(x —p2)-- (z — pn)
1 4 Cy Cn
‘( )[( >+<x—p2>+“'+m
- W)X em

onde pj, sao os pélos (distintos e simples) de f.
As parcelas C/(z — py) sdo chamadas de fragdes parciais. As constantes Cy sao os residuos
dos pdlos pi. No caso de p; = pj, pode-se mostrar que C; = C7.

4.8 Referéncias

Os topicos abordados neste capitulo podem ser encontrados, com mais detalhes, em [IMD™85].
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Capitulo 5

Relacao de um somatoério de produtos
com uma multiplicacao matricial

A operacao de somatorio de produtos pode ser calculada por meio de uma multiplicacao
matricial. A seguir, sdo apresentados alguns casos sobre tal relacao.

5.1 Somatoério de produtos

Uma operagao de somatoério de produtos genérica ¢ descrita por
yln] = hin, k] x[k] .
k

Considerando-se faixas limitadas para n e k, e aplicando-se diretamente a defini¢ao, ela pode
ser calculada por meio de dois lagos aninhados (nested loops) de computagao. Isso é ilustrado
na Figura 5.1

for n=[N1;N2]
y[n] = 0;
for k=[K1;K2]
y[n] = yn] + ( hln,k] * x[k] );
endfor
endfor

Figura 5.1: Trecho de cédigo computacional genérico, para implementacao do somatério de
produtos y[n] = >, h[n, k] x[k], com faixas limitadas para n e k.
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32 Capitulo 5. Relag¢ao de um somatorio de produtos com uma multiplicacao matricial

5.2 Caso 1: valores genéricos h|n, k|

Dado o somatério de produtos
yln] = > hin, k] z[k]
k=—0o0

e supondo-se z[n] = 0 fora da faixa 0 <n < C e h[n, k] = 0 fora da faixa 0 < n < L, obtém-se
y[n] = 0 fora da faixa 0 < n < L. Assim, o somatoério pode ser expandido da seguinte forma:

y[0] = h[0,0] z[0] + [0, 1] z[1] + A[0,2] z[2] + - - + h[0,C] z[C]
y[1] = h[1,0] z[0] + A[1,1] z[1] + A[1,2] z[2] + - + h[1, C] z[C]
y[2] = h[2,0] [0] + h[2,1] z[1] + h[2,2] x[2] + - - - + h[2,C] z[C]
y[L] = h[L,0] z[0] + h[L,1] [1] + h[L,2] x[2] + - - - + h[L, C] z[C]

o que pode ser reescrito como

z[0]
z[1]
y[0] = [A[0,0] R[0,1] R[0,2]--- R0,C]] | =[2]
e[
z[0] ]
x[1]
y[1] = [h[1,0] h[1,1] h[1,2]--- B[1,C]] | (2]
z[0] |
z[1]
y[2] = [h[2,0] h[2,1] A[2,2]--- B[2,C] ]| *[2]
e[
z[0] ]
x[1]
y[L] = [h[L,0] h[L,1] h[L,2]--- h[L,C]] | =[2]
e[
e resumido como
[ y[0] ] h[0,0] R[0,1] R[0,2] h[0,C] 1 [ z[0]
y[1] h[1,0] h[1,1] R[1,2] WL, Cl || 2[1]
y2] | = | r[2,0] AK[2,1] K[2,2] h2,C] || z[2]
_y[:L]_ _h[L:,O] h[[i,l] h[L:,Q] h[L:,C]_ _x[b]_
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e, finalmente, simbolizado por

Y=H X,
onde
Y =[yl0] y[1] 2] --- y[L] )",
X =[[0] «[1] 2[2] --- 2[C]]"
‘ [ h[0,0] R[0,1] A[0,2] h[0,C] |
h[1,0] h[1,1] A[1,2] h[1,C]
H— | h[2,0] h[2,1] h[2,2] h[2,C]
h[L' 0] h[L' 1] h[[: 9] h[L' ]
Exemplo:

Supondo-se C' =4 e L = 3, o somatério de produtos pode ser calculado por

y[0] 1[0,0] £[0,1] £[0,2] £[0,3] K[0,4 “”[(1’]
oit] | | BLO] KLY A2 A3 ||
y[2] | T | R[2,0] K[2,1] h[2,2] K[2,3] h[2,4] x[g]
g3 ) L A0 BB AB3.2 K33 K34 ;u

5.3 Caso 2: valores h[n, k] = h[—k + n]

Dado o somatério de produtos

y[n]zkij: B K 2k = 3 b~k +n] o[k

k=—o00

e supondo-se z[n] = 0 fora da faixa 0 < n < C e h|n| = 0 fora da faixa 0 < n < L, ele pode ser

reescrito como o

yln] = > hl=k + n] x[k]

k=0
ou ainda, fazendo-se m = (—k + n), como
—C+n
ylnl = > hlm] z[-m +n]

o que indica que obtém-se y[n] = 0 fora da faixa 0 < n < (L 4+ C). Assim, o somatério pode
ser expandido da seguinte forma:

y[0] = h[0,0] z[0] + A0, 1] z[1] + R[0,2] x[2] + - - - + h[0, C] z[C]
y[1] = h[1,0] z[0] + A[1, 1] z[1] + R[1,2] x[2] + - - - + h[1, C] z[C]
y[2] = h[2,0] 2[0] + h[2,1] z[1] + h[2,2] z[2] + - + h[2,C] z[C]
y[L+ C] : h[L + C,0] z[0] + h[L + C,1] z[1] + h[L + C,2] z[2] + - -- + h[L + C, C] z[C]
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34 Capitulo 5. Relag¢ao de um somatorio de produtos com uma multiplicacao matricial

que, para h[n, k| = h|—k 4 n], é equivalente a

0
1
2

yl
yl
yl

yM+C];

R[0] z[0] + h[—1] x[1] + h[-2] x[2] 4+ - - - + h[-C] z[C]
h[1] x[0] + R[0] z[1] + h[—1] z[2] + -+ + h[1 — C] z[C]
h[2] z[0] + R[1] z[1] + R[0] z[2] + --- + h[2 — C] z[C]

h|L + C z[0] + h[L+ C — 1] z[1] + h[L+ C — 2] z[2] + - - - + h[L] z[C]

o que pode ser reescrito como

x[0]
(1]
y[0] = [R[0] h[-1] h[=2]--- h[-C]] x@
2[C] |
z[0]
x[1]
y[1] = [h[]A0] h[-1]--- A[1—CT]]| =[2]
2[C]
z[0] ]
(1]
y[2] = [h[2] B[1] R[O]--- R[2—C]] | *[2]
el
(0]
(1]
y[L+C) = [h[L+C)h[L+C—1]hL+C—2]--- h[L]]| =[2]
el
e resumido como
y[0] h|0] h[—1] h[-2] h[—C] (0]
y[1] hl1] h|0] h[-1] hl—C] | | =[1]
y[2] — | n[2 hl1] h|0] h2—-C] | | =[2]
YL+ O] _hm;C]mL+b—uh@+b—m o __ﬂd_

e, finalmente, simbolizado por

onde
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h[0] h[—1] h[—2] h[-C] ]
h[1] h[0] h[1] K1 — O]
H = h[2] h[1] h[0] h[2 - C]
_h[L:JrC] h[L+:C’—1] h[L+:C’—2] h[:L]

Exemplo:

Supondo-se C' =4 e L = 3, o somatério de produtos pode ser calculado por

(0] ] [ h0] b1 BE2] BR8] 4]
o || AU RO] R BE2 BES] |
2 || A2l RO kO] BEA] mE2] | T
o3 | _ | A8l k2l kO] k] wEa] ||
o4 | 7| Bl R a2l n] ] ||
o5 | | bS] M) ks n2 ||
6 | | B6] Bis| h{4] b3 A

] ] Lnl7] we] ns] nl] k(s

onde, nesse caso, os valores de h[n] em negrito sao nulos.

5.4 Caso 3: valores h[n, k| = W

Dado o somatorio de produtos
ylnl = 3 Alnok alk] = > W alk]
k=—0o0 k=—0o0

e supondo-se z[n] = 0 fora da faixa 0 < n < N e y[n] = 0 fora da faixa 0 < n < N, ele pode
ser expandido da seguinte forma:

yl0] = R[0,0] 2[0] + h[0,1] z[1] + A[0,2] @[2] + - - - + k[0, N] z[N]
y[1] = h[1,0] z[0] + h[1,1] 2[1] + A[1,2] 2[2] + - - + h[L, N] 2[N]
yl2] = h[2,0] 2[0] + h[2,1] 2[1] + h[2,2] x[2] + - - + h[2, N] z[N]
yIN] = h[N,0] 2[0] + A[N,1] z[1] + h[N,2] @[2] + - - - + h[N, N] z[N]

que, para h[n, k] = W*" é equivalente a

ylo] = WO z[0]+W° 2[1] + W° 2[2] +--- + W z[N]
yll] = WO z[0] + W' 2[1] + W2 z[2] +--- + WY 2[N]
yl2] = WO z[0) + W? z[1] + W* z[2] + - - - + W z[N]
y[N] = WO z[0] + WN 2[1] + W z[2] 4+ - + WY z[N]
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o que pode ser reescrito como

x[0]
x[1]
ol = [ e |
| alV]
a0
x[1]
yi] = [wowrwEoo wh ]| a2
| alV]
o] ]
z[1]
yl2) = [wWOwRwhe w2
| alN]
z[0] |
(1]
yIN] = [wowN w2
e[N] |
e resumido como
(o) 1 [wo we wo we T (0] ]
y(l] woe wto w2 WA ]
yl2] | = | W owrow W a2]
_y[}v]_ o N e W | _x[}V]_
e, finalmente, simbolizado por
Y =W X,
onde
Y =[y[0] yl1] y[2] --- y[N]]",
X = [2[0] 2[1] 2[2] -+ 2[N]]"
€ CWO WO o wo
wo Wi W2 WN
w=| W wr wt w2y
i M:/O M/:'N W:QN I/V:N2 |
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Exemplo:

Supondo-se N = 4, o somatério de produtos pode ser calculado por

y[0] we
yl1] we
yl2] | = | W°
y(3] we
y[4] we

onde deve ser notado que W9 = 1.

WO
W4
W8
W12
WlG

=

0
1

8

285888

2
3
4

8

]
]
)
]
]

8
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Capitulo 6

Topicos sobre divisao entre nimeros
inteiros

6.1 Algoritmo de divisao entre nimeros inteiros

Teorema (Divisdo com resto): Para cada inteiro ¢ (dividendo) e cada inteiro positivo d
(divisor), existe um tnico par de inteiros @ (quociente) e r (resto), tal que ¢ = @ - d + r, onde
0<|rl <d.

6.2 Quociente

O quociente pode ser descrito por

o-5]

onde |z] é a funcao floor(z), que representa o maior inteiro menor que x.

6.3 Resto

Algumas notagdes comuns para o resto da divisao de ¢ por d sao

r=Rylc] = ((c)) -

6.4 Congruéncia

Dois ntimeros inteiros ¢y e ¢y sao ditos congruentes, modulo d, quando d divide exatamente
(exactly divides ou evenly divides) a diferenga (c¢; — ¢3), 0 que pode ser descrito por

1= ¢y (mod d) ,

(a1 — )

Q="

ou

ClZQ'd+CQ. (61)
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Quando ¢; e d sdo inteiros positivos e 0 < ¢p < d, a Equagao (6.1)) pode ser reescrita como

Cle'd+T,

onde o resto r da divisdo inteira é denominado (o menor) residuo de ¢;, médulo d.

Por outro lado, o célculo do (menor) residuo r de ¢1, médulo d, considerando-se que ¢; e d
sao inteiros quaisquer, é dado por

d>0ec;>0—=c=Q-d+r,—r=r,,

d>0e c<0— —‘Cly = <—’QD -d+ (_‘Tnl) —r=d+ <_’rn‘) )

d<0601>0—>C1:(—|Q|)'(_|d‘)+rp_””:(_|d|)+7"p

d<0ea <0— || = Q- (—ld]) + (~lral) = 7 = —[r]

6.5 Relacoes de equivaléncia

e Quando um par ordenado de elementos (z,y) possui uma propriedade R que os relaciona,
pode-se dizer que “x é R-relacionado com y", o que é simbolizado por xRy.

e A relacao R é definida como o conjunto de todos os pares ordenados que possuem a
propriedade em questao.

e Pode-se assumir que R é uma relacao definida sobre um conjunto de elementos, de tal
forma que x ou y possam representar qualquer elemento do conjunto.

e (lassificacao das relagoes:

— Reflexividade: se xRz ¢é valida para qualquer x, entao R ¢ reflexiva.

— Simetria: se yRx <> xRy, entdo R é simétrica.

— Transitividade: se (zRy e yRz) — xRz, entdo R é transitiva.

— Equivaléncia: se R é reflexiva, simétrica e transitiva, entdao R é uma relacdo de
equivaléncia.

e Pode-se demonstrar que a congruéncia é uma relagao de equivaléncia, uma vez que:

— ¢ =c¢ (modd)
— g =c—c=c (modd)

— g =cec=c—c=cz (modd)
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6.6 Relacoes tteis
Teorema: Para um mesmo nimero inteiro positivo d,
(i) Rala +b] = R4[Rala] + Ralb]]
(ii) Rala-b] = Ra[Rala] - Ra[b]]

onde + e - denotam, respectivamente, as operacoes de adi¢ao e multiplicagdo entre niimeros
inteiros.

6.7 Indexacao em arranjos matriciais

A seguir, sao discutidas algumas relagoes entre indexacao, sistemas de numeragao e calculo
modular em arranjos matriciais. Inicialmente, sao apresentadas duas formas de indexacao em
arranjos matriciais. Em seguida, os indices sao interpretados segundo diferentes sistemas de
numerac¢ao. Uma interpretacao dos indices segundo o calculo modular também é apresentada.
Finalmente, de acordo com uma forma alternativa de indexacdo, as relacoes sao redefinidas.

6.7.1 Formas de indexacao em arranjos matriciais

Nos arranjos matriciais retangulares (L x C'), os seus elementos podem ser indexados através
de uma referéncia dupla, a linha e a coluna, ou por meio de uma referéncia simples, a um tnico
ntmero, de tal forma que

Q(lc) = Q(n) (62)

onde 0 <I<(L—-1),0<c<(C-1)e0<n<(LC-1).
Por exemplo, para uma matriz onde L. = C' = 4, pode-se indexa-la das seguintes formas
equivalentes:

apo G@o1  Gop2 403 ap a3 az as

ajp apix aiz ais — as a5 Gag Ay (6.3)
Qgp (21 A22 A23 asg a9 aip an

azp 31 Aagz2 Aa33 a2 @13 A14 d4is

6.7.2 Relagao entre indexacao e sistema de numeragao

Observando-se as Equagoes e , ambos os tipos de indexac¢ao podem ser interpretados
como um arranjo estruturado de niimeros naturais representados por dois diferentes Sistemas
de Numeragao Posicional Convencional (SNPC), um com base b = C' e outro com base b = 10.
Assim, a Equacdo pode ser reescrita como

Aleye = A(n)1o - (64)
No exemplo onde L = C' = 4, tem-se que
a(lc)4 = a(n)m . (65)

Portanto, obter n a partir da tripla (C,,c), assim como obter a dupla ([,c) a partir da
dupla (C,n), pode ser interpretado como um problema de conversao entre bases em um SNPC.
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6.7.3 Relacao entre indexacao e calculo modular

Utilizando-se o célculo modular, o valor de n é dado por

n = (Numero de médulos completos - quantidade por médulo) +

(Deslocamento dentro do médulo final)

e pode-se dizer que
n=c (mod C) .

Baseado nessa interpretagao, dada a tripla (C, [, ¢), pode-se calcular n por meio de
n=(-C)+c. (6.6)

A Equacio pode ser interpretada como a divisdo entre nimeros inteiros, definida por

D=(q-d)+r — —=q+ (6.7)

r
d Y

onde n = D (dividendo), | = g (quociente), C' = d (divisor) e ¢ = r (resto). Dessa forma, dada
a dupla (C,n), os valores da dupla (I, ¢) podem ser calculados por

c = rem (%)
(6.8)
| = (”50)
[ = int(Z
(2) , (6.9)
c = n—(-C)

onde rem () e int (-) representam, respectivamente, o resto e a parte inteira da divisao inteira
em (-).

6.7.4 Formas alternativas de indexacao em arranjos matriciais

Em uma forma alternativa,onde 1 <" < L, 1 < ¢ < Cel <n' < LC, as Equagoes (6.2)) e (6.3)

podem ser respectivamente reescritas como

G,(l/c/) = a(n/) (610)
e
a1x aiz2 Aaiz Qaiq a az as a4
Q1 G2z QA23 A24 _ as ae ar ag (6.11)
31 azz2 33 AaA34 Qg aijp 11 a2
Q41 Q42 Q43 Q44 @13 A4 Q15 dAie

Nesse caso, dados I’ e ¢, pode-se obter

I = I'—1
: (6.12)

AS.V.
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pode-se calcular n e, finalmente, pode-se chegar em
n=n+1. (6.13)
Por outro lado, dado n’/, pode-se obter
n=n"—1, (6.14)
pode-se calcular a dupla (I, ¢) e, finalmente, pode-se chegar em
' = 1+1

(6.15)
d = c+1
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