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Prefacio

O trabalho em questao aborda os topicos a serem apresentados na disciplina Fundamentos
de Processamento Digital de Sinais. O material completo, dividido em apostilas e tutoriais,
encontra-se dividido nos seguintes volumes:

1. O conteudo tedrico pode ser encontrado no volume entitulado Apostila de Teoria para
Fundamentos de Processamento Digital de Sinais.

2. O conteudo pratico pode ser encontrado no volume entitulado Apostila de Cédigos de
Programas Demonstrativos para Fundamentos de Processamento Digital de Sinais.

3. As especificagoes dos trabalhos extra classe propostos na disciplina podem ser encontradas
no volume entitulado Apostila de Trabalhos Extra Classe de Exercicio e de Cédigo (TEC)
para Fundamentos de Processamento Digital de Sinais.

4. Conteudos matematicos basicos, necessarios a disciplina em questao, sao abordados no
volume entitulado Apostila de Nivelamento para Fundamentos de Processamento Digital
de Sinais.

5. Uma abordagem integradora dos tépicos de interesse da disciplina, de forma simples e
direta, utilizando o sistema de média movel como exemplo, pode ser encontrado no volume
entitulado Tutorial sobre Sistema de Média Movel para Fundamentos de Processamento
Digital de Sinais.

6. Um contetdo associado com Teoria de Sistemas, Teoria de Controle, Teoria de Circuitos e
Teoria de Processamento de Sinais, envolvendo aspectos tedricos e cédigos de programas
demonstrativos, pode ser encontrado no volume entitulado Tutorial sobre Influéncia dos
zeros e dos poélos da Fungao de Transferéncia no formato da funcao Resposta em Frequéncia
para Fundamentos de Processamento Digital de Sinais.

Os documentos foram escritos com o intuito de servir como uma referéncia rapida para
os alunos dos cursos de graduacao e de mestrado em Engenharia de Telecomunicagoes da
Universidade Federal Fluminense (UFF). O material basico utilizado para o conteido teérico
foram as minhas notas de aula, que, por sua vez, originaram-se em uma coletanea de livros
sobre os assuntos abordados. Por outro lado, os cédigos de programas demonstrativos e as
especificagoes dos trabalhos propostos sao completamente autorais.

A motivagao inicial para o desenvolvimento desse trabalho foi a de aumentar o dinamismo
das aulas. Logo, deve ficar bem claro que os documentos produzidos nao pretendem substituir
os livros textos ou outros livros de referéncia. Pelo contrario, espera-se que eles sejam utilizados
como ponto de partida para estudos mais aprofundados, utilizando-se a literatura existente.

Espero conseguir manter o presente texto em constante atualizagao e ampliacao.

Corregoes e sugestoes sao sempre bem-vindas.

Alexandre Santos de la Vega
UFF / TCE / TET
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Apresentacao do material didatico

Metodologia de construcao

o O material aqui apresentado nao é fruto de um projeto educacional envolvendo idealizacao,
planejamento, pesquisa, estudo, estruturacao, desenvolvimento, revisao e edigao.

o Pelo contrario, ele nasceu, evoluiu e tem sido mantido de uma forma bem organica.

Historico

o Em 1995, o autor ingressou no Departamento de Engenharia de Telecomunicagoes (TET)
da Universidade Federal Fluminense (UFF) e, desde entdo, tem sido responsével por
diversas disciplinas oferecidas pelo TET para o Curso de Engenharia de Telecomunicagoes,
da Escola de Engenharia da UFF (TCE/UFF), e para o Curso de Ciéncia da Computagao,
do Instituto de Computagao da UFF (IC/UFF).

o Na época do seu ingresso, o Processamento Digital de Sinais ja era um assunto presente
na area de Telecomunicac¢oes. E com importancia crescente. Apesar disso, ainda nao era
oferecida pelo TET uma disciplina formal sobre a matematica que o fundamenta.

« Com essa percepcao, ele criou a disciplina optativa “Introducao ao Processamento Digital
de Sinais”, em 1998.

o Para dar suporte as aulas, foram elaboradas as primeiras notas de aula (manuscritas)
para a disciplina optativa criada no TET. Nessa primeira tentativa de implantacao da
disciplina, foi usada a referéncia [Mit9§] como livro texto.

o A disciplina optativa foi oferecida pelo autor apenas durante dois periodos letivos, em
virtude do seu afastamento para finalizacdo do seu doutoramento.

o Durante o afastamento, e mesmo algum tempo depois, a disciplina optativa foi oferecida
por outro professor do TET. Nesse periodo, o autor langou uma outra disciplina optativa,
vinculada a primeira, tratando do Projeto de Filtros Digitais.

o Tendo voltado a ministrar a disciplina, o autor decidiu ampliar as notas de aula manuscritas,
baseando-se em diversos outros livros.

o Na primeira década de 2000, o TET realizou uma reforma curricular e a disciplina optativa
“Introdugao ao Processamento Digital de Sinais” tornou-se obrigatéria, sob o nome de
“Processamento Digital de Sinais”.
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Em 2008, com os objetivos iniciais de melhor organizar os manuscritos e de atender aos
apelos dos alunos por copia dos manuscritos, eles foram apenas transcritos para o Sistema
de Preparagao de Documentos KTEX [KD04|] , [MGO4]. Assim, surgiu a primeira versao
da apostila de teoria.

A partir dai, com a maturacao gradual que a disciplina foi ganhando a cada periodo letivo,
novos conteudos foram surgindo. Ora por curiosidade do autor, procurando incorporar
um determinado tépico na disciplina. Ora por curiosidade dos alunos, por demandarem
algum assunto em especial. Ora por necessidade pedagodgica, pois, ao se perceberem
duvidas recorrentes dos alunos, novas formas de abordagem tém sido testadas.

Além disso, como filosofia educacional do autor, as questoes que fazem parte de toda e
qualquer forma de avaliagdo formal da disciplina (testes, provas, trabalhos) sdo anexadas
ao conteido, na forma de exercicios propostos.

No final da década de 2010, o TET realizou uma nova reforma curricular, a qual acarretou
uma reducao na quantidade e na carga horaria das disciplinas. Isso provocou uma
reformulagao na abordagem dos tépicos da disciplina, que passou a ser denominada de
“Fundamentos de Processamento Digital de Sinais”.

Ainda como filosofia educacional do autor, a apostila de teoria nao apresenta figuras que
ilustrem os assuntos abordados. Pelo contrario, é demandado aos alunos que eles gerem
as suas proprias figuras, a partir de um aplicativo computacional adequado.

Desde 2011, objetivando incentivar os alunos a modificarem codigos existentes e a gerarem
seus préprios codigos, uma nova apostila tem sido elaborada, contendo cédigos para
programas demonstrativos, relativos aos topicos abordados na apostila de teoria, em sala
de aula e/ou em alguma forma de avaliagao formal da disciplina.

A partir de 2016, com a incorporacao de trabalhos semanais na pratica da disciplina, uma
nova apostila tem sido elaborada, contendo os trabalhos extra classe (TEC) propostos a
cada periodo letivo.

Em 2018, foi percebido que, utilizando o sistema de média mével como exemplo, é possivel
abordar e integrar os topicos de interesse da disciplina de forma simples e direta. Além
disso, com ele, também é possivel gerar exemplos, exercicios e aplicagoes praticas, com
certa facilidade. Assim, teve inicio a elaboragdo do tutorial sobre o sistema de média
movel.

Em 2019, foi iniciado um tutorial sobre a influéncia dos zeros e dos pélos da Funcao de
Transferéncia no formato da fungdo Resposta em Frequéncia, buscando atender a uma
série de motivagoes, listadas no documento em questao.

A partir do isolamento social, imposto pela Pandemia de COVID-19, nos anos de 2020 e
2021, foi notada uma deficiéncia relativa aos conteiidos matematicos basicos de Matrizes,
Numeros complexos e Polindémios, necessarios a disciplina em questao.

A principio, tais conteidos foram apenas abordados em aulas iniciais de revisao. Em
seguida, um texto inicial foi anexado a apostila de teoria, na forma de apéndices. Por
fim, a partir de 2025, uma apostila de nivelamento, foi incorporada ao conjunto dos
materiais autorais produzidos.
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Comentarios gerais:

Conforme foi exposto acima, desde o inicio da sua confeccao até o presente momento,
sempre foram preparadas diversas versoes de cada documento ao longo de um mesmo
periodo letivo. Por essa razdo, o identificador “Versao A<ano>M<més>D<dia>" aparece
logo abaixo do titulo de cada apostila.

No tocante a apresentagao do contetido tedrico, os manuscritos originais continham apenas
topicos, destinados a abordagem do conteido programatico durante as aulas. Pode-se
dizer que tais manuscritos representavam apenas um roteiro de aula. Gradativamente,
com a evolugao da apostila de teoria, os topicos tém sido trocados por textos dissertativos,
relativos ao contetdo abordado.

No ponto de vista estrutural é que o aspecto dinamico dos documentos mais se tem
feito presente. Buscando uma melhor apresentacao dos topicos abordados, os diversos
seccionamentos de texto (capitulos, segoes, subseges, etc.) comumente surgem, sao
mesclados e desaparecem, a cada nova versao.

Por tudo isso, pode-se asseguradamente dizer que todo o material produzido encontra-se
em constante atualizagao.

Na preparagao das aulas, tém sido utilizados os seguintes livros:

— Livros indicados pela ementa da disciplina: [DASN10], [Mit98].

— Outros livros indicados: [Rob09], [PMO06], |[Jac96], [She95], [SK89|, [Ant86], [SDD84],
[OWYS3], [PL76], [OST75], [CadT3].
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Teoria abordada no material didatico

e Introdugao <2 horas>
— Conceitos basicos: que busca contextualizar a disciplina no ambito do curso e
apresentar conceitos que serao necessarios ao longo do texto. <2 horas>

— Conexao entre os modelos analdgico e discreto/digital: que apresenta um resumo
das representagoes dos sinais analogicos no dominio da freqiiéncia e aborda as duas
formas de conexdo entre os dominios analdgico e digital. [Opcional]

« Sinais e sistemas (com tempo discreto) no dominio do tempo <12 horas>
— Sinais no dominio do tempo: defini¢des, classificacdes, operacgdes, exemplos e
caracterizagoes. <4 horas>

— Seqiiéncias exponenciais: caracteristicas relevantes de exponenciais, fun¢des com
dependéncia exponencial, decomposicao de fungoes usando exponenciais, amostragem
de sinais continuos no tempo. <4 horas>

— Sistemas no dominio do tempo: defini¢oes, classificagoes, operacoes, exemplos e
caracterizagoes. <4 horas>

« Representagoes de um Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT) <10 horas>

— Resposta ao impulso. <1 hora>

— Diagramas de blocos de complexidade genérica. <1 hora>

— Equacao de diferenca. <1 hora>

— Diagramas de sistema (ou estruturas ou realizagbes). <2 horas>

— Operador de transferéncia. <1 hora>

— Diagrama de polos e zeros do operador de transferéncia. <2 horas>

— Equacoes de estado. <2 horas>

— Relagbes e mapeamentos entre as diversas representagoes. <distribuido ao longo da
apresentacao do conteido e exercitado na forma de trabalhos>

« Respostas de um Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT) <10 horas>

— Caélculos da resposta de um SLIT <8 horas>

x Célculo da resposta de um SLIT baseado na solucao das equacoes de estado.
<1 hora>

x Cdlculo da resposta de um SLIT baseado no uso do operador de transferéncia.
<1 hora>

xiii
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* Calculo da resposta de um SLIT baseado na solugdo convencional da equacao
de diferenca. <4 horas>

x Célculo da resposta de um SLIT FIR (Resposta ao Impulso Finita) com entrada
de comprimento indefinido. <2 horas>

— Tipos de resposta de um SLIT <2 horas>

Resposta completa.

*

*

Resposta homogénea + resposta do sistema relaxado (resposta particular +
resposta complementar).

*

Resposta ao estado + resposta a entrada.
* Resposta natural 4 resposta forcada.
*x Resposta transitéria + resposta permanente.

o Nocoes da representagao em dominio transformado para sistemas de primeira ordem
[Opcional]

— Resposta em Freqiiéncia: baseado no céalculo da resposta de um SLIT de primeira
ordem, para um determinado tipo de sinal de entrada, pode-se identificar um novo
tipo de representagao para o sistema.

— Funcao de Transferéncia: baseado no calculo da resposta de um SLIT de primeira
ordem, para um determinado tipo de sinal de entrada, pode-se identificar um novo
tipo de representagao para o sistema.

« Sinais e sistemas (com tempo discreto) no dominio da freqiiéncia <20 horas>

— Sinais <10 horas>

x Motivagoes para a mudanga de dominio de uma representacao. <1/2 hora>

x Revisao das representacoes em freqiiéncia com tempo continuo
(Série de Fourier, Transformada de Fourier e Transformada de Laplace).
<1/2 hora>

 Série de Fourier de Tempo Discreto (DTFS). <1 hora>
« Transformada de Fourier de Tempo Discreto (DTFT). <2 horas>
« Transformada de Fourier Discreta (DFT). <2 horas>
* Transformada Z. <2 horas>
x Relagoes entre as diversas representagoes em freqiiéncia, parametros e efeitos
importantes. <2 horas>
— Técnicas bésicas para aceleragao do calculo da DFT. [Opcional]

— Aplicacoes basicas da Transformada Z em sinais e sistemas. <6 horas>

x Transformada Z de alguns sinais importantes.
* Transformada Z aplicada na convolugao.
x Transformada Z aplicada em sinais deslocados.

x Transformada Z aplicada na equacgao de diferencga.

*

Transformada Z no célculo de respostas de um SLIT.
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— SLIT de ordem qualquer <4 horas>

x Tipos de respostas de um sistema.

x Resposta completa em dominio transformado.

*

Resposta em Freqiiéncia.

*

Seletividade em Frequéncia.

*

Funcdo de Transferéncia ou Fungao de Sistema.

*

Representagoes de um SLIT no dominio da freqiiéncia.

o Aplicagbes: exemplos de aplicacdes sao distribuidos ao longo do texto e exercitados na
forma de trabalhos.
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Objetivos da disciplina

o Apresentar a base matematica que fundamenta o Processamento Digital de Sinais.
o Trabalhar com sistemas que apresentem as seguintes caracteristicas:

— Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT).

— Sistema Single-Input Single-Output (SISO).

— Sistema operando com tempo discreto.

— Sistema operando com sinais definidos em tempo discreto, quantizados (digitais) ou

nao (amostrados).

o Trabalhar com sinais basicos que sejam simultaneamente dependentes das variaveis tempo
e freqiiéncia, utilizando-os na composicao dos demais sinais envolvidos.

o Discutir a analise de sistemas no dominio da variavel tempo e no dominio da variavel
freqiiéncia. No dominio do tempo, o foco estd na FORMA que os sinais apresentam.
No dominio da freqiiéncia, o foco estd na COMPOSICAO que os sinais apresentam.

« Discutir a aplica¢ao dos conceitos de Operador de Transferéncia (no dominio do tempo)
e de Funcao de Transferéncia (no dominio da freqiiéncia), bem como a relagao existente
entre ambos.

o Discutir a aplicagao do conceito de estado de um sistema e da analise do sistema no espaco
de estados.
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Teoria






Capitulo 1

Introducao

O principal assunto abordado nesse texto, que ¢ a influéncia dos zeros e dos pdlos da Fungao
de Transferéncia de um sistema no formato da sua fungdo Resposta em Frequéncia, pode ser
pensado como um conteido puramente matematico ou como um topico de suporte para Teoria
de Sistemas, Teoria de Controle, Teoria de Circuitos e Teoria de Processamento de Sinais.

As seguintes motivagoes conduziram a produgdo do presente documento:

e Desenvolver um texto a ser usado como exemplo de aplicacao em disciplinas
com conteudo puramente matematico.

e Desenvolver um texto a ser usado como justificativa tedrica em disciplinas
destinadas puramente a aplicagoes do contetdo.

» Desenvolver um texto a ser usado como ligagao entre os dois tipos de disciplinas
citados acima.

e Reunir, em um texto especifico, alguns conteidos referentes ao assunto em
questao.

o Em Teoria de Sistemas, ter um bom conhecimento sobre o efeito causado por
cada tipo de singularidade pode ajudar a entender o funcionamento de um
dado sistema.

o Em Teoria de Controle, entre outros objetivos, procura-se alcangar um determinado
posicionamento das singularidades do sistema. Ter um bom conhecimento
sobre o efeito causado por cada tipo de singularidade pode ajudar no entendimento
das diversas técnicas de andlise e de projeto.

o Em Teoria de Circuitos e em Processamento de Sinais, entre outros objetivos,
trabalha-se com sistemas que possuem seletividade em frequéncia, denominados
de filtros. Ter um bom conhecimento sobre o efeito causado por cada tipo de
singularidade pode ajudar no entendimento das diversas técnicas de andlise e
de projeto.

O objetivo do documento é apresentar um texto bésico, introdutoério e intuitivo, com foco
principal sobre a influéncia dos zeros e dos pélos da Func¢ao de Transferéncia de um sistema no
formato da sua funcao Resposta em Frequéncia.



CAPITULO 1. INTRODUCAO

O texto possui a seguinte estrutura:

e Polinémios: onde é apresentada uma breve revisao sobre o assunto.

o Polinémios na Teoria de Sistemas: onde sao definidos um determinado tipo de
sistema e trés de suas representacoes.

e Definicao e influéncia de singularidades: onde sao definidas as singularidades
(zeros e polos) da Funcao de Transferénica de um sistema e a sua influéncia
sobre a forma da Resposta em Frequéncia do sistema.

e Polinémios em Filtros Digitais: onde sdo definidos itens relativos a filtragem
digital, tais como: espectro, analise espectral, filtragem, parametros relevantes.

o Exemplos de filtros digitais: onde sdo analizadas algumas equagoes de filtros
digitais de primeira e de segunda ordem.



Capitulo 2

Polinomios

2.1 Introducao

Na Teoria de Sistemas e no Processamento de Sinais, polindmios sao largamente utilizados.
A seguir, alguns aspectos basicos sobre polindmios sao brevemente abordados.

2.2 Polinébmios como elementos de um conjunto

2.2.1 Definicoes

Os polinémios podem ser interpretados, do ponto de vista algébrico, como elementos individuais
de um conjunto. Nesse sentido, independentemente da sua complexidade, cada polinémio é
identificado como um tnico simbolo.

Dado um corpo (field) F e um simbolo abstrato x, outros simbolos podem ser obtidos,
associando-se x e as quantidades em F, por meio das operagoes de adi¢ao, subtragao e multiplicagao.
Cada uma das possiveis associagoes é dita um polinémio em x sobre F ou, simplesmente, um
polinémio. Assim, qualquer expressao do tipo

M M-1 2
fl)=cy ¥ +ecpy1 x +-temrt+cr+te,
com ¢ € F, é um polindémio. O conjunto F[z], de todos os polindmios em x com coeficientes

em F, é chamado de dominio polinomial sobre F.

2.2.2 Observagoes relevantes

Em relagao aos polindmios, pode-se observar que:

+ As quantidades ¢, € F sao membros do conjunto F[x], sendo chamadas de constantes ou
polindmios constantes ¢y, = gj.

e Segundo esse ponto de vista, a equagao f(x) = 0 define o polinémio nulo, onde ¢ = 0,
0<k<M.

o Se ¢y # 0, entao diz-se que f(x) tem grau M, de tal forma que M = grau (f(z)).
e Se M = grau(f(x)), entao cpr é dito o coeficiente dominante (leading coefficient).

e Se M =grau(f(z)) e cpy = 1, entdo f(x) é dito monico.
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e O grau do polinémio nulo ¢ indefinido.

« Sao validas as seguintes relacoes:

grau(f(z) + g(x)) < mazx (grau (f(x)), grau (g(z)))
grau (f(x) - g(x)) = grau (f(z)) + grau(g(z)) .

2.3 Poliné6mios como funcoes

2.3.1 Definicoes

Do ponto de vista funcional, os polinémios podem ser encarados como mapeamentos do tipo
x — f(z). Dessa forma, o polinémio

fx)=cy o™ +epyr 2™+ by 2P e e

pode ser interpretado como uma funcao f : C — C. Dada uma sequéncia de nimeros complexos
c = (cy,c1,-..,cy), denominados de coeficientes de f(z), o polindmio mapeia um ntimero
complexo z; em um outro nimero complexo f(xy), identificado como a imagem de xj. Por esse
motivo, um polinémio pode também ser chamado de funcao polinomial.

2.3.2 Equacao polinomial ou equacao algébrica

Dadas as fungoes polinomiais f(x) e g(z), uma equagao polinomial ou equagao algébrica é
a sentenga aberta f(z) = g(x).

Deve ser ressaltado que uma sentenca aberta em x pode ser verdadeira ou falsa, dependendo
do valor atribuido a .

2.3.3 Raizes de uma equagao polinomial

Dada a equacao polinomial f(x) = g(z), o ndmero r é identificado como raiz da equacao
se, e somente se, f(r) = g(r) for uma sentenca verdadeira.

O conjunto r = (r1,79,...,7gr), de todas as raizes da equagdo, é denominado de conjunto-
solugao ou conjunto-verdade da equacao.

No caso onde g(x) = 0, pode-se dizer que a raiz r é um valor que anula f(z) e que, portanto,
r é um zero de f(x).

Dada a fun¢ao polinomial

fx)=cy e +eyr 2™+ by 2P ez oo
e a equagao polinomial f(z) = 0, com as suas M raizes ry, a funcdo pode ser reescrita como
f@) =K@ —r)(w—ry)--(x—rum) ,

onde K = c¢,;, obtendo-se uma relacao entre os coeficientes ¢, da funcao e as raizes r; da
equacao.

Nos casos onde f(z) possui m raizes com o mesmo valor ry, diz-se que a raiz ry tem
multiplicidade m.
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2.4 Fracao ou razao polinomial

2.4.1 Funcao polinomial racional

Na Teoria de Sistemas e no Processamento de Sinais, ¢ muito comum que se encontrem as
chamadas Fung¢oes Polinomiais Racionais, que sao definidas como uma fracdo ou uma razao
polinomial do tipo

NF(JJ)_ bLJIL+"‘+b1 ;C+b0 _Zﬁ:o bkl’k
Dp(z) anyaN+--+ax+ay YN, ap ok’

(2.1)

2.4.2 Fracao improépria e fracao propria

Na Equagao (2.1), se L < N, F(z) ¢ dita uma fracdo polinomial prépria. Caso contrario,
se L > N, F(z) é dita uma fracao polinomial imprépria.

Uma fracao polinomial impropria pode ser fatorada e definida em fun¢do de um polinémio
e de uma fragao polinomial propria, de tal forma que

Np(x)  bpa"+---4+bz+b ey M+ Faate
Fz) = F( ): L 1 O _ p(a)+ M 1 0
Dp(z) ayaN+---4a z+ap ay N +---+a; r+ ag

onde: grau (P(z)) =(L—N)e M < N.

2.4.3 Raizes, zeros e podlos da fracao

Da Equacdo (2.1), percebe-se que os zeros de Np(x) anulam F(z). Da mesma forma,
percebe-se que os zeros de Dp(x) fazem F(x) tender a infinito. Por essa razao, os zeros r; de
Np(z) sdo denominados os zeros z de F'(x) e os zeros r, de Dp(z) sdo denominados os p6los
pr de F(x). De uma forma geral, os zeros e os p6los sdo denominados de singularidades de

Utilizando-se os zeros e os polos de F'(x), pode-se reescrever (2.1)) como

Flz) = Np(zx) _ by zh 4+ b+ by K (x —2z1)(x — 22) -+ (& — 21)
Dp(z) ay 2N +---4+a; v+ ag (x —p1)(x —p2)--(x —pn)

(2.2)

onde K = (by/ay).

2.4.4 Total de singularidades da fracao

Pode-se demonstrar que a quantidade de zeros e de p6los de F'(x) sdo sempre iguais. Dessa
forma, em (2.2)), podem-se identificar os seguintes casos:

e L < N: ha um total de (N-L) zeros no infinito.
e L = N: todos os zeros e todos os polos sao finitos.

e L > N: hd um total de (L-N) pélos no infinito.
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2.4.5 Fatoracgoes basicas da fragao

Conhecendo-se os zeros zj e os pélos pg, podem-se realizar duas fatoragoes basicas em F'(z).
Independentemente do tipo da fragdo (imprépria ou prépria), a primeira delas é apresentada
na Equacao . Uma outra forma de fatoracao, aplicada sobre fragoes proprias, é a expansao
em fragoes parciais. Por exemplo, no caso de pdlos distintos, ela pode assumir a seguinte forma:

F(m):NF(x): by 2%+ + by x + bo _ K 4 Ky TR Ky
Dp(x) ayaVN+---4+arx4+ay (r—p1) (x—po) (x —pn)

2.4.6 Representagoes com poténcias negativas

Por vezes, devido a uma facilidade no mapeamento entre representagoes de sistemas, uma
fragdo é representada com poténcias negativas, tal como

F($>_Np(x)_ by ol + -+ bz + by _ w4 o@D 4 py ok
 Dp(z) ayaN4---F+axta ay+-4a, oWV 4 g N




Capitulo 3

Aplicacao de polinomios na Teoria de
Sistemas

3.1 Sistemas do tipo SLIT

Um Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT'), analdgico ou digital, possui caracteristicas
muito interessantes, tanto para a sua analise quanto para o seu projeto.

No caso de um SLIT digital, com entrada x[n] e saida y[n], definido pela equagao de diferenca
ap y[n] +ay yln — 1]+ +an yln — N] =by xz[n] + by z[n — 1] +---+ by x[n — N|, (3.1)

submetido as condigbes iniciais y[—k|] = [ y[-1] , y[-2], --- , y[-N] ], e a uma entrada do
tipo xz[n] = f[n] u[n], é possivel definir duas fungoes tteis para uma andlise da composi¢ao
espectral dos sinais presentes no SLIT. A primeira delas é a Funcao de Transferéncia, definida
por

Ni(z) _ Siig be 2™
DH(Z) Z/ivzo ap 27k’

H(z) =

onde z = |z| e/4* = |z]| €%, A outra é a funcio Resposta em Frequéncia, definida por

Ny (e7%) _ SN by eI
Dy(e®)  Yly ap eI

H(ejQ) =

Nesse caso, quando todos os polos p, de H(z) encontram-se estritamente dentro do circulo de
raio unitério (|px| < 1), garante-se que a sua regiao de convergéncia (ROC) inclui o circulo de
raio unitéario (z = /%), o que permite definir a seguinte relacao:

H(e™) = H(2)|j511 -

Tal relagao sera considerada valida em todo o restante desse texto. Alguns equacionamentos
equivalentes sao apresentados a seguir, para ambas as fungoes.
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3.2 Funcao de Transferéncia
Dada a Func¢ao de Transferéncia

Ny(z) SN o b 2 7F

H(z) = = ) 3.2
(=) Dy (2) Zszo ar z7F (3.2)
a mesma pode ser fatorada da seguinte forma:
(bo+by 2 +by 224+ by 27N)
H(z) =
(ap+a; 27V +ag 272+ - +ay z7N)
(bO ZN‘|—b1 ZN-1 + by ZN_2—|—~--—|—bN)
 (ag 2N +ayg 2N tag N2 4 fay)
_ <%>@N+%ZN1+$ZN2+~~+%)
ap) (2N 48 N1 a2 pN-2 o goax)
ag ao ao
% (z—21)(z—22) - (2 — 2n)
0
(z =p1)(z = p2) -~ (2 = pw)
g, ) ) () .

onde: Ky = (b—o), ne(z) = (2 — 2x) e dp(2) = (2 — pr).

ao

3.3 Funcao Resposta em Frequéncia

Supondo-se que a regido de convergéncia (ROC) da H(z) definida em (3.2)) inclui o circulo
de raio unitdrio (z = €/), a funcio Resposta em Frequéncia a ela associada é dada por

Ny (e7?) _ S o b €79

H(el?) = L = 4
(6 ) DH(eJQ) Z]kvzo a e*jﬂ ) (3 )
que pode ser fatorada da seguinte forma:
P T LN L
(7?2 —p1)(e7* — p2) -+ (€7 — pw)
n1 () na(Q2) -+ nn ()
= K, .
C B Q) - dn(2) 5

: b i iQ
onde: Ky = (i), ng(Q) = (7 — 2x) e di(Q) = (7 — pg). |
Cabe ressaltar que, interpretando-se os valores complexos e/, z e py, como vetores, pode-se
dizer que:

o n4(€) é o vetor diferenca entre o ponto do circulo de raio unitario /% e o zero z.

o di(Q) é o vetor diferenca entre o ponto do circulo de raio unitario e/** e o pélo py.



Capitulo 4

Influéncia da posi¢ao dos zeros e dos
pé6los da H(z) no formato da H(e/*})

4.1 Introducao

A seguir, é realizada uma analise geométrica da influéncia da posicdo dos zeros e dos pélos
da Fungdo de Transferéncia H(z) no formato da funcio Resposta em Frequéncia H(e/?). Para
tal, os niimeros complexos, representados na sua forma polar z = r e/, sdo interpretados como
vetores, de modulo r e de argumento ou angulo de fase 2.

4.2 Combinacao genérica de zeros e podlos
Dada a Funcao de Transferéncia genérica

(z—2z1)(z—29) -+ (2 — 21)
(z=pi)(z—p2)-(z—pn)

}J(z):::l(H

cuja ROC inclui o circulo de raio unitario, a mesma pode ser associada a funcao Resposta em
Frequéncia

oy g ()@ ) (@)
) = o )@ ) (@ )

As curvas de médulo |H(e’?)| e de angulo de fase ZH(e’') da Resposta em Frequéncia
podem ser obtidas por meio da andlise da influéncia do ganho Ky, dos zeros z; e dos polos p.
Nesse sentido, tem-se que
[T [ ()]

H(Y)| = |K
()] = |Kxl TTily |di(92))]

LH(E®) = /Ky + zLj Zng(Q) — i Zdi(Q) .

k=1

Alternativamente, representando-se o médulo em decibéis (dB), onde |- |45 = 20log,, || dB,
obtém-se

L N
|H (e |ap = [ Kplas + Y [1(Q)|as — > |de()]ap -
k=1 k=1

11
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4.3 Influéncia dos zeros

Supondo-se a Fungao de Transferéncia H,, (2) = (z — 2;), onde z; = rre?* a Resposta em
Frequéncia a ela associada é dada por H,, (e/) = (ejﬂ - zk) = ng ().

Do ponto de vista algébrico, pode-se calcular

|sz(ejQ)| = ‘(ejQ — rkejg’“)
= ’(1 — Tkej(Q’“_Q) ejﬂ)
- (o)
= |1 —ri[cos(Q — Q) + 7 sin(U — Q)]
= |[[1 =7 cos(u — Q)]+ 7 [—rr sin( — Q)]
= \/1 — 21y, cos(Q, — Q) + 12 cos?(y, — Q) + 12 sin?2(Q, — Q)
= \/1—[2 cos(Q — Q)] re + 17 .

Do ponto de vista geométrico, interpretando-se os valores complexos e/ e 2z, como vetores,
nk(€Y) é o vetor diferenca entre o ponto do circulo de raio unitério 74 e o zero zy.

Dois valores notéveis de ng(€2) ocorrem em €, = Qf, que é o ponto do circulo mais
proximo de z e em Qo = Qe = (Q £ 1), que é o ponto do circulo mais distante de z.
Nesses pontos, tem-se que |ng(£2)| é minimo e méximo, respectivamente. Logo, nesses pontos,
|H., (') sofrera um efeito de ganho minimo e méaximo, respectivamente.

Para €, o valor de ny(2) é dado por

ne(Q) = (9% — ™) = (1—ry) el
(1—rp)e? | 0<r <1

— 1 = | &% = 1 =y & E) >

de tal forma que

[He (€)= () = [1 = 1]
Para Q. = (s £ 7), o valor de ng(2) é dado por

ni(Qr) = (ej(Qkiﬂ') _ Tkejszk) _ (1 _ Tkej(ivr)) oI (UEm)
= {(_1)€jﬂk _ Tkejﬂk} = —(L+4ry) ™

= (147 ej(Qkﬂ:W)7

de tal forma que

|, (7)) = np(Qr)) = |14 14| -
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Os efeitos causados pelo zero 2, = rpe’ sobre |H.,, (¢/9)] = |ny(Q)] sdo resumidos na
Tabela [4.11
Influéncia de z;
Tk nk(Q) = (ejQ — zk) sobre
[ H, ()] = Ini ()]
| =0 |V [nk(Q)] = 1 | amplificagdo unitdria |
0<|rel <1|Min: 0<|ng(%) <1| atenuagdo méxima
Max: 1 < |ng(%r)| < 2 | amplificagdo maxima
Ire| =1 Min: |nk ()| =0 | atenuac¢do méxima
Max: |1k ()| = 2 | amplificagdo maxima
1<|rgl <2 | Min: 0<|ng(Q)| <1| atenuacdo méaxima
Méx: 2 < |ng(Q%r)| < 3 | amplificacio méxima
7] =2 | Min: |nk(2)| = 1 | amplificacdo unitaria
Max: k()| = 3 | amplificagdo maxima
lre] >2 | Min: |nk ()| > 1 | amplificacio minima
Max: | (Qur)| > 3 | amplificacdo maxima

Nota 1: Qkﬂ- = (Qk :|:’/T) .
Nota 2: |np(Qu)] =11—|zk] |
Nota 3: |ng(Qer)| = 1+ |2x] | -

Tabela 4.1: Influéncia da posicdo do zero z, = re’* de H(z) no formato de |H(e/?)].

Portanto, pode-se concluir que:

o Um zero de H(z) na posigio z, = rpe’® onde 0 < |rg| < 2, tem o efeito de provocar
uma atenuagao maxima no valor do médulo |H(e/?)| em © = Oy e na sua vizinhanga.

o Um zero de H(z) na posicio 2z, = re’* onde |ry| > 2, tem o efeito de provocar uma
amplificacio minima no valor do médulo |H(e/?)| em © = Q; e na sua vizinhanca.

« Um zero de H(z) na posicio 2z = rpe’* onde 0 < |ry|, tem o efeito de provocar uma
amplificacio maxima no valor do médulo |H(e’?)| em Q = Qpr = (Q £ 7) e na sua
vizinhanca.

e Ocorre uma amplificacao unitaria para qualquer valor de €2, quando r, = 0, e em 2 = €y,
quando |rg| = 2.

e O efeito de atenuacio, causado pelo zero z, = e’ é diretamente proporcional & sua
proximidade ao circulo de raio unitario, sendo maximo quando |rx| = 1, onde |ng(Q)| = 0.
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4.4 Influéncia dos poélos

z — py), onde p; = ree’ a Resposta

(
/(e —pi) =1/ di(Q).

Supondo-se a Funcao de Transferéncia H,, (z) =1/
em Frequéncia a ela associada é dada por H,, (¢/?) =1
Do ponto de vista algébrico, pode-se calcular

, 1
VALY
‘Hpk(e )’ - |(ejQ—Tk€ij)|
B 1
(1 = rped (=9 £iQ|
B 1
= =@
B 1
1= [cos(Q — Q) + 7 sin(Q — Q)]
1
=g cos(Q — Q)]+ 5 [~k sin(Qy — Q)]
1

N \/1 — 21y, cos(Q, — Q) + 12 cos? (U, — Q) + i sin?(Q, — Q)

1
\/1 — (2 cos(, — Q)] ry + 72 '

Do ponto de vista geométrico, interpretando-se os valores complexos e/ e p;, como vetores,
d(€) é o vetor diferenca entre o ponto do circulo de raio unitario e/ e o pélo py.

Dois valores notaveis de di(2) ocorrem em ,,;, = Qk, que é o ponto do circulo mais
préximo de p e em Qo = Qe = (Q £ 7), que é o ponto do circulo mais distante de p.
Nesses pontos, tem-se que |di(€2)| é minimo e maximo, respectivamente. Logo, nesses pontos,
|H,, (e’)] sofrerd um efeito de ganho maximo e minimo, respectivamente.

Para Qe 0 <1, < 1, o valor de di(2) é dado por
di () = <6ij _ Tkeij) =(1—r4) ER

de tal forma que
1 1

()]~ (T =)

Para Q. = (% £ 7) e 0 <7, < 1, 0 valor de di(€2) é dado por

| Hy, (7)) =

dk(Qkﬂ.) = (ej(ﬂk-iﬂ') _ Tk6j9k> _ (1 _ rkej(irr)> ej(Qk.iﬂ-)
- {<_1)€ij - Tkejﬂk} = —(1+rg) el
= (L47;) =

de tal forma que
1 1
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Os efeitos causados pelo pdlo py = rel™ sobre |H,, (') =1 / |di(Q)| sdo resumidos na
Tabela [4.2

Influéncia de py
Tk dp(2) = (ejﬂ - pk) sobre
|y, ()] = 1/ |dy()
| =0 [V |d,(Q)] = 1] amplificacdo unitdria |
0 < |rg| <1 | Min: |dp(Q2%)| < 1| amplificacdo maxima
Méx: 1 < [dg(r)| < 2 atenuagao maxima

Nota 1: Qgr = (U £ 7) .
Nota 2: |dk(Qk)‘ = | 1- |pk| ‘ .
Nota 3: |dk(Qkﬂ—)| = | 1+ |pk‘ | .

Tabela 4.2: Influéncia da posi¢ao do pélo pp = 7e’* de H(z) no formato de |H (e/?)].

Portanto, pode-se concluir que:

o Um pélo de H(z) na posicio pp = rpe’*, onde 0 < |ry| < 1, tem o efeito de provocar
uma amplificacio méxima no valor do médulo |H (e/?)] em Q = €, e na sua vizinhanca.

o Um pélo de H(z) na posicio pp = rpe’®, onde 0 < |ry| < 1, tem o efeito de provocar
uma atenuacio maxima no valor do médulo |H(e’?)| em Q = Qi = (Q & 7) e na sua
vizinhanga.

e Ocorre uma amplificagdo unitaria para qualquer valor de €2, quando r, = 0.

« O efeito de amplificacdo, causado pelo zero p;, = 7%, é diretamente proporcional a sua
proximidade ao circulo de raio unitario.
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Capitulo 5

Aplicacao de polinomios em Filtros
Digitais

5.1 Analise espectral

Suponha um SLIT com Fungdo de Transferéncia H(z) e Resposta em Frequéncia H (e/?),
cuja resposta ao impulso é[n] é do tipo h[n] = f[n] u[n]. Quando todos os pélos py de H(z)
encontram-se estritamente dentro do circulo de raio unitario (|px| < 1), garante-se que a sua
regido de convergéncia (ROC) inclui o circulo de raio unitario (z = €/, o que permite definir
a seguinte relacao:

H(GJQ) = H(Z)|‘Z|:1 .

Nesse caso, diz-se que o sistema é estavel.

Em um SLIT estdvel, quando é aplicada uma entrada do tipo z[n] = f[n] u[n], obtém-
se uma saida y[n] = Yian[n] + Yperm[n] cujas componentes Yiran[n| € Yperm[n| sdo dos tipos
transitéria e permanente, respectivamente. Nesse caso, podem ser definidos dois intervalos de
tempo diferentes, que sao: o regime transitorio e o regime permanente. No regime transitorio,
encontram-se as duas componentes de y[n]. Do instante onde yy.4,[n] = 0 em diante, define-se
0 regime permanente.

Dado um SLIT relaxado (condigbes iniciais nulas ou estado inicial nulo), com entrada z[n]
e saida y[n], pode-se mostrar que:

o Se xg[n| = ¢ 27 uln], entdo yi[n| = H(zx) cx 2 uln).
o Se xx[n] = ¢, %" uln], entdo yp[n] = H(e¥%*) ¢ 7% uln).

o Se xg[n] = Ag cos(Qn + Oy) uln|,
entdo yi[n] = |H(e*)| Ay cos (an + O + ZH(eij)) un].

Aproveitando-se a caracteristica de linearidade do sistema, pode-se tentar descrever a entrada
por uma combinagao linear de exponenciais e utilizar as relagoes acima. Isso é obtido por meio
do calculo da fungoes X (z) = f(z[n],2") e X(e/) = g(x[n], ™), que sdo denominadas de
composicao espectral ou espectro de x[n]. Nesse caso, as exponenciais 2" e /", envolvidas na
composicao da entrada, sdo denominadas de componentes espectrais de z[n|. Da mesma forma,
pode-se definir a saida y[n] em fungao das suas componentes espectrais, por meio de Y (z) e
Y (e’?). Pode-se demonstrar que, para um SLIT relaxado, sao validas as seguintes relacoes:
Y(2) = H(z) X(2) e Y(e7%) = H(e’?) X(e/?). A analise de sistemas, empregando-se as
componentes espectrais dos sinais, as Func¢oes de Transferéncia e as Respostas em Frequéncia,
¢ denominada de andlise espectral.

17
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Pode-se mostrar que a Resposta em Frequéncia H (e’*?) é 1itil para calculos de resposta do
sistema no regime permanente senoidal, enquanto a Fungao de Transferéncia H(z) pode ser
usada para calculos de resposta total do sistema, para o célculo de H(e’!) e para uma anélise

de estabilidade do sistema.
Deve-se lembrar que, no caso de um SLIT descrito por (3.1)), suas fungdes H(z) e H(e’)
sao dadas por [3.2] e [3.4] respectivamente.

5.2 Filtragem: transformacao espectral e conformacao

Considere-se que:

0

+ A relacdo de Euler, dada por e = cos() £ j sin(f), estabelece uma relagio entre sinais

exponenciais e senoidais.

« A entrada e a saida de um SLIT, definido por uma equacgao de diferenca, sejam z[n] e de
y[n], respectivamente.

o As funcdes X (e/?) e Y (e/?) representam a composicio espectral ou espectro de x[n] e de
y[n], respectivamente.

+ A Resposta em Frequéncia do SLIT seja H (/).
o« A relagio Y (e/) = H(e/) X (e/?) é valida no regime permanente de um SLIT estavel.

Dados que as composigoes espectrais sao func¢oes complexas, podem-se definir as seguintes

relacoes: ‘
Y(e7?) = |V ()]

H(e) = [H(e!)] 41
X () = | X ()] X

e
Y(ejQ> — H(ejﬂ) X(ejQ)
= ’H(GJQ)| ejAH(ejSZ) ’X(ejﬂ)| ejZX(ejQ)
[|H(em)| ) |X(ej9)|} I [CHEND+2X ()]

= ()] e

onde | | |
|V (e7)] = [H ()] - | X ()] (5.1)

e | | |

Y () = ZH(E) + X (). (52)

As Equagoes (5.1)) e (5.2)) indicam que, para cada valor da frequéncia 2, ou, de outro modo,
para cada componente espectral, valem as seguintes observagoes:

e O moédulo da composigao espectral da saida ¢é igual ao escalamento do mddulo da
composi¢ao espectral da entrada pelo moédulo da Resposta em Frequéncia do sistema.

« O argumento (ou angulo de fase) da composicao espectral da saida é igual ao acréscimo do
argumento da Resposta em Frequéncia do sistema ao argumento da composicao espectral
da entrada.
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o Escolhendo-se adequadamente o médulo e o argumento da Resposta em Frequéncia do
sistema, pode-se modificar a composicao espectral da sua entrada, para que se obtenha,
na sua saida, uma nova composicao espectral desejada.

Transformar uma dada composicao espectral em uma outra desejada pode ser interpretado
como uma operacao de equalizacdo em frequéncia, realizada sobre as componentes espectrais
originais. Tal operacao ¢ conhecida como filtragem. Deve-se lembrar que alterar a composicao
espectral X (e’?) é equivalente a alterar a forma do sinal z[n]. Logo, a filtragem de um sinal
pode ser encarada como a transformacao do espectro ou como a conformacao do sinal.

Uma caso particular de transformacao espectral muito utilizado é aquele onde as componentes
espectrais pertencentes a determinadas faixas de frequéncias sdo preservadas, enquanto aquelas
pertencentes a outras faixas sao fortemente atenuadas. Esse tipo de seletividade em frequéncia,
por controle do médulo, pode assumir as seguintes formas ideais:

o Filtro passa-baixas (lowpass filter ou LP):
|H (%) =1, para 0 < Q < Qg, e |H(e’)| = 0, para Q¢ < Q < 7.

o Filtro passa-altas (highpass filter ou HP):
|H(e7%)] =0, para 0 < Q < Qg, e |[H(e?)| =1, para Q¢ < Q < 7.

o Filtro passa-faixa ou passa-banda (bandpass filter ou BP):
|H(e7%)| =1, para Q¢, <Q < Qg e [H(E)| =0, para 0 < Q< Qp, e O, < Q<

« Filtro rejeita-faixa ou rejeita-banda (bandreject filter ou BR):
|H(e7%)] =0, para Qc, <Q < Qg,,, e [HE)| =1, para0 < Q< Qp, e U, < Q<

O caso geral de seletividade em frequéncia, por controle do moédulo, é o equalizador de
ganho (gain equalizer), onde é definido um perfil especifico para |H(e/?)].

O caso geral de seletividade em frequéncia, por controle do argumento (ou dngulo de fase),
é o equalizador de fase (phase equalizer), onde é definido um perfil especifico para ZH (/).

5.3 Parametros de qualidade na filtragem

Em filtros ideais, uma faixa de frequéncias onde |H (¢/})| = 1 é denominada de banda de
passagem (pass band). Por sua vez, uma faixa de frequéncias onde |H (¢/})| = 0 é denominada
de banda de rejeigao (rejection band). Nesses casos, existem descontinuidades entre as bandas
de passagem e as bandas de rejeicao, que ocorrem nas denominadas frequéncias de corte Q¢,
QCL € QCH- .
Em filtros reais, realizados com uma Resposta em Frequéncia do tipo H(e/$) = gg EZ;Z%,
ocorrem efeitos nao ideais, tanto nos valores de médulo nas bandas de passagem e de rejeicao,
quanto na forma de mudanca entre tais bandas.

Na banda de passagem, o valor do médulo pode sofrer uma atenuacgao, e até mesmo uma
flutuagdo, dentro de uma determinada faixa aceitével, definida como 1 > |H(e?%)| > (1 — 4,),
onde 0, ¢ definida como atenuacao maxima na banda de passagem.

Na banda de rejeicao, o valor do médulo pode sofrer uma atenuacao, e até mesmo uma
flutuagdo, dentro de uma determinada faixa aceitével, definida como 0 < |H(e/})| < (1 —4,),
onde 9§, é definida como atenuacdo minima na banda de rejeicao.

A mudancga entre uma banda de passagem e uma banda de rejeicao é feita de forma continua
e gradual, formando-se assim uma nova faixa de frequéncias, denominada de banda de transicao
(transition band). Consequentemente, ao invés de uma tnica frequéncia de corte Q¢, que
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delimita a mudanga abrupta entre as bandas de passagem e de rejeicao, surgem duas frequéncias
de delimitagao entre bandas. A frequéncia de passagem (2,, que indica o fim da banda de
passagem e o inicio da banda de transicao, e a frequéncia de rejeicao 2., que indica o fim da
banda de transicao e o inicio da banda de rejeicao.

Os parametros 6y, 6., €2, e {2, compoem, ao mesmo tempo, a especificagao de um filtro a
ser projetado e os indicadores de qualidade do filtro em questao. Quanto menor for ¢,, quanto
maior for J, e quanto menor for a distancia |2, — €, |, mais préximo do filtro ideal encontra-se
o filtro real.

5.4 Largura da banda de passagem (bandwidth)

Uma vez que, em filtro reais, a mudanca entre a banda de passagem e a banda de rejeigao
acontece por meio de uma banda de transicao, é razoavel que se estabeleca algum critério para
que se possa definir o valor da frequéncia €2, que delimita a banda de passagem.

Uma escolha comum para o valor da frequéncia de passagem €2, é aquele onde a poténcia
das componentes espectrais normalizadas do sinal de saida y[n|, dentro da banda de passagem,
possuem poténcia maior ou igual a metade da poténcia das componentes espectrais do sinal de
entrada x[n.

A poténcia de um sinal peridédico, com periodo fundamental N, é definida por

Py = — [z[n]]” .
NF n=Nyp

Pode-se mostrar que, para x[n] = Ay cos(Qn + ¢), a poténcia é dada por
AZ
Py, = 7’“ :

Dado um sistema com Resposta em Frequéncia H(e’?), onde o valor maximo do médulo
dentro da banda de passagem é M, submetido a uma entrada z[n| = Ag cos(Qxn + ¢x), a saida
normalizada em Regime Permanente é calculada por

y[n| = (]\1/[ ‘H(ejg’“) Ak) cos (an + or + ZH(ejQ)) ,

e sua poténcia é dada por

Py = (3 [ H (™)
M, 5
Portanto, €2, pode ser calculada por meio da seguinte relagao:

A

. 2
1 (3 [H (™) A)" 142
Py > - P — > _
My =9 = Mz 2 =929

Y

— [H(™)

>

2k

de tal forma que

|H(e7)

53



Capitulo 6

Exemplos de filtros digitais de primeira
e de segunda ordem

6.1 Introducao

Para os sistemas de primeira e de segunda ordem é possivel obter equagoes que apresentam
simples deducao e facil emprego, tanto na analise quanto no projeto dos sistemas. A seguir, serao
apresentados exemplos de sistemas de primeira e de segunda ordem, com foco na seletividade
em frequéncia. Serdo abordadas as seguintes seletividades bésicas: passa-baixa (lowpass),
passa-alta (highpass), passa-banda (bandpass) e rejeita-banda (bandreject). Tais sistemas sao
denominados de filtros digitais. Serao desenvolvidas equagoes que relacionam os coeficientes da
equacao de diferenga que define o sistema com as posigoes das singularidades (zeros e pdlos) da
sua Funcao de Transferéncia. Serao consideradas as diferentes posigoes que as singularidades
podem ocupar. Todo o desenvolvimento matematico é repetido para cada caso, a fim de garantir
independéncia no estudo de cada um deles.

6.2 SLIT de primeira ordem
Aqui, serd considerado o SLIT definido por
y[n] +ay yln — 1] = by z[n] + by x[n —1] .
Nesse caso, a Funcao de Transferéncia do sistema ¢é definida por

bo + blz’l zZ+ ({%)
1+az71 zZ+a (z—p1) dy(2)

H(z)

onde z; = —(b1/bo), p1 = —a1, Ko = by, n1(z) = (z — 21) e di(2) = (2 — p1).
Por sua vez, fazendo-se z = ¢/, a sua Resposta em Frequéncia é definida por

(et — z1)

(€72 —p1)

ny(2)

H(ejﬂ) = Ky d1<Q) )

= K

onde n;(Q) = (/% — 21) e d1(Q) = (7% — py).

21
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6.2.1 Caso 1: by # 0 e by = 0.

A Funcao de Transferéncia é dada por

bo z z
Hz)=———=0b =0 )
(2) 1+a1271 OZ+CL1 O(z—pl)
onde z1 =0 e p; = —a;.
Fazendo-se z = ¢/, a Resposta em Frequéncia é calculada por
_ &)
HE®) =y )
(€™) 1)

Relagoes de seletividade:
e Se p; > 0, entdao o SLIT é um filtro do tipo LP e
, 1
H{( =by ———
s = T

de tal forma que, para H(ejﬂ)‘ =1, deve-se ter by = (1 — [p1]).

e Se p; =0, entao o SLIT é apenas um escalador com ganho by.

e Se p; <0, entdao o SLIT é um filtro do tipo HP e

. -1 1
HE| =y oy L
‘Q:“ —1—(=[p1l) (1 —Ip1l)
de tal forma que, para H(ejﬂ)‘ =1, deve-se ter by = (1 — [p1]).
6.2.2 Caso 2: by=0 e b #0.
A Funcao de Transferéncia é dada por
bzt 1 1
H(Z) = L = b1 = bl y
1+a1271 zZ 4+ ay (z —p1)
onde z; — 00 e p; = —ay.
Fazendo-se z = ¢/, a Resposta em Frequéncia é calculada por
- 1
H(EY =bp —— .
() =b T

Relagoes de seletividade:
e Se p; > 0, entao o SLIT é um filtro do tipo LP e
1
b
=0 (1 - |pa)

de tal forma que, para H(ejﬂ)’ =1, deve-se ter by = (1 — |p1]).

H(e)|

e Se p; = 0, entao o SLIT é formado pela associacdo cascata de um escalador com ganho
by e um atrasador unitario.

e Se p; <0, entao o SLIT é um filtro do tipo HP e
‘ 1 -1
H((E]Q) :bl—:b177
‘QZ“ —1—(=[p1l) (1 —[pal)

de tal forma que, para H(ejﬂ)’Q =1, deve-se ter by = —(1 — [p1]).

=T
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6.2.3 Caso 3: by # 0 e by # 0.

A Funcao de Transferéncia é dada por

_bo+b1z_1 b Z+(l%)=b M

T l4azt 0z O (z=p)

H(z)
onde z; = —(by/by) e p1 = —ay.
Fazendo-se z = €/, a Resposta em Frequéncia é calculada por

H(e7%) = by M :
(€7 —p1)
Relagoes entre a posicao do zero e os sinais de by:

e Se z; > 0, entao by e by possuem sinais diferentes.

e Se z1 =0, entdo by = 0 e o SLIT recai no “Caso 1”.

e Se z; < 0, entao by e by possuem sinais iguais.

Relagoes entre a posicao do zero e os valores relativos de by:
o Se |z > 1, entao |by] > |bo|.

e Se |z| = %1, entdo |by| = |bo|.

o Se |z| < 1, entao |by| < |bo].

Relagoes de seletividade:

e Sep; >0ez <pp,entao o SLIT é um filtro do tipo LP e

(1—2)

H(ejQ)‘QZO = 0p 7“ ")

de tal forma que, para H(em)‘g_o =1, deve-se ter by = % e by = —byz.

e Se p; = 0, entao o SLIT ¢ formado pela associacao paralela de um escalador com ganho
by e uma associacao cascata de um escalador com ganho b; e um atrasador unitario. Os
sistemas com esse tipo de estrutura sao chamados de FIR (Finite Impulse Response).
Nesse FIR de primeira ordem, se — ( !!! Discutir a seletividade desse FIR !!! )

e Sep; <0ez >pp, entdo o SLIT é um filtro do tipo HP e

H(@jﬂ)‘ —} &Z%M,
(1= |pa[)

0
Q= —1 = (=[pl)
de tal forma que, para H(ejQ)‘Qi =1, deve-se ter by = ((11:!%)

[§] b1 = —bozl.
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6.3 SLIT de segunda ordem
Aqui, seréd considerado o SLIT definido por
y[n] +ar yln — 1]+ az yln — 2] = by x[n] + by x[n — 1] + by x[n — 2] .
Nesse caso, a Funcao de Transferéncia do sistema ¢é definida por

Cbrbirtabe?  2ER)e () mm)e-m)
=bo = Ko

S 14 az !l Fagz? 22+ a1z + as (z—p1)(z —p2)

H(z)

onde Ky = by, ng(z) = (2 — 2x) e.dk(z) = (z — pr).
Por sua vez, fazendo-se z = €/, a sua Resposta em Frequéncia é definida por
(et — 21) (e — z)

H(e7 = Ky ~— : =K,
(e ) 0 (GJQ —p1)<€jQ _ p2> 0

n1(§2) na ()
di () da(2) 7

onde 1y () = (7 — z) e di(Q) = (7% — py).

6.3.1 Caso 1: by #0, by =0 e by = 0.
A Funcao de Transferéncia é dada por

H(z) bo by -
zZ) = = =
1+ aiz7t + axz2 0 24 a1z + as 0 (z—=p1)(z—p2)’

onde z; = z = 0, (pl_ +p2) = —ay e (p1 p2) = az.
Fazendo-se z = ¢/, a Resposta em Frequéncia é calculada por

o (e)°
H) = oy (e = o)

Relagoes quanto ao tipo numérico dos pélos:

e Se p1,p2 € R, o SLIT de segunda ordem pode ser interpretado como uma associa¢ao
cascata dos casos de primeira ordem.

e Se p1,ps € C, entdo py =1, 8%, py=pi =1, eI e

N2
e]Q)
H(e7Y) = by — : ( : —
() = b (€72 — 1, 7)) (70 — 1), e7IW)

Para €2 = €),,, tem-se que

H(@jﬂ)‘ -} (ejQP)2

=0, 0 [(1—1p) €] [(1 =1, e 72%) i%]
1

(=) (T =7, )
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e que
HE™)| = b e
(=]
1
= |b —
ol e T =, Toos(20,) = 7 sin 2]
— Il 1
’ (1 =rp) [[1 = 7p cos(2Qp)] +j [rp sin(29)]]
1
= [bol .
(1—rp,) \/1 — 21, c08(28Y,) + 12 cos?(2Q,) + 12 5in?(2Q,)
1
= |bo

(1=r,) T2 cos(2)] 1+ 72

=1, deve-se ter |by| = (1 — 1) \/1 — [2 cos(2Q,)] rp + 12
Podem-se verificar as seguintes relagoes de seletividade:

e Se 2, ~0: o SLIT é um filtro do tipo LP.

de tal forma que, para ‘H(em)‘

e Se 0 <, <m: oSLIT é um filtro do tipo BP.
e Se ), =~ m: o SLIT é um filtro do tipo HP.

6.3.2 Caso 2: by=0, by #0 e by = 0.

O sistema desse caso pode ser interpretado como o sistema do “Caso 1”7 em cascata com um
atrasador unitario, fazendo-se by = b;.
A Funcao de Transferéncia é dada por

~1
b1z . z _ b z

H zZ) = )
(2) 1+a27! +agz72 Loy a1z + as (z—p1)(z — p2)

onde z; =0, 29 — 00, (p1+ p2) = —ay e (p1 p2) = as.
Fazendo-se z = e/, a Resposta em Frequéncia é calculada por

| )

H GJQ = b1 - ( - .
R A G

Relagbes quanto ao tipo numérico dos pélos:

e Se p1,p2 € R, o SLIT de segunda ordem pode ser interpretado como uma associagao
cascata dos casos de primeira ordem.

e Sepi,p2 € C, entao p; =7, eI py = pi=r, eI o

H(ejﬂ) _y, (em)

(7 — 1), e3%) (&7 — 1, e 7%)

Para 0 = €),,, tem-se que

H(ejﬂ)‘ -} (ejQP)

a-g, ' [T rp) %] [(1 1y e 7))
1

(=) (U= e 200) (&%)
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e que
. 1
H (e = b :
HE Do, = I T o)
. :
' (1 —rp) [L—rpcos(2€) — j sin(20,)]]
= I 1
' (L —=rp) [[1—1p cos(2Q)] +J [rp sin(29)]|
= I 1
' (1—rp) \/1 — 21, c08(282y) + 12 cos?(20),) + 12 sin?(2€),)
1
1]

(1—r7p) \/1 — [2 cos(2Q,)] r, + 13 7

de tal forma que, para ‘H(ejﬂ))ﬂig =1, deve-se ter |by| = (1 — 1) \/1 — [2 cos(28,)] rp + 12

Podem-se verificar as seguintes relagoes de seletividade:
e Se €2, =~ 0: o SLIT ¢ um filtro do tipo LP.
e Se 0 <), <m: oSLIT é um filtro do tipo BP.

e Se ), =~ m: o SLIT é um filtro do tipo HP.

6.3.3 Caso 3: by=0, by =0 e by # 0.

O sistema desse caso pode ser interpretado como o sistema do “Caso 1”7 em cascata com
dois atrasadores unitarios, fazendo-se by = b,.
A Funcao de Transferéncia é dada por

b22_2 1 1
H(z) = =by ————— = by ,
1+ aiz7t+ axz2 22+ a1z + as (z—p1)(z —p2)
onde z; — 00, 25 — 00, (p1 + p2) = —ay e (p1 p2) = as.

Fazendo-se z = ¢/, a Resposta em Frequéncia é calculada por

1

iy _
H(e ) bz (ejQ _pl) (ejQ _p2) .

Relagbes quanto ao tipo numérico dos poélos:

e Se p1,p2 € R, o SLIT de segunda ordem pode ser interpretado como uma associagao
cascata dos casos de primeira ordem.

e Se p1,ps € C, entdo py =1, 8%, py=pi =1, eI e

1

(€1t — 1, i) (eI — 1), e=I%)

H(ejQ) = bg

Para 2 = ), tem-se que

HE oo, = 2 [Ty o[ =y %) o]
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e que
HED| = bl —
(=) 1= 1y e-72%)]
— by !
? (1 - Tp) |1 —Tp [COS(QQP) —J Sin(2Qp>”
1
= |b : :
o T T = vy cos @) 75 [ry sim(2)]
— by !
’ (1—rp) \/1 — 21, c08(28),) + 12 cos?(2Q),) + 12 sin?(20),)
1
b2

(1—ry) /1 -2 cos(2)]ry + 12

de tal forma que, para ‘H(ejg)‘ =1, deve-se ter |bo| = (1 — 1) \/1 — [2 cos(2Q,)] rp + 12

Podem-se verificar as seguintes relagoes de seletividade:

e Se 2, ~0: o SLIT é um filtro do tipo LP.
e Se 0 <, <m: oSLIT é um filtro do tipo BP.

e Se ), = m: o SLIT é um filtro do tipo HP.
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6.3.4 Caso 4: by # 0, by #0 e by = 0.

O sistema desse caso pode ser interpretado como a associacao do sistema do “Caso 1”7 em
paralelo com o sistema do “Caso 2”.
A Funcao de Transferéncia é dada por

bzt FR): L -a)e)

- 14+ a1271 + agz=2 O 221 az+ay 0 (z—p1)(z —pa2)

H(z)

onde z; = —(bi1/bo), 22 =0, (p1 +p2) = —a1 e (p1 p2) = as.
Fazendo-se z = ¢/, a Resposta em Frequéncia é calculada por

oy, (@7 =2) (¢9)
H(e’™) = by (O = ) (= py)

Relagoes quanto ao tipo numérico dos polos:

e Se p1,p2 € R, o SLIT de segunda ordem pode ser interpretado como uma associacao
cascata dos casos de primeira ordem.

e Se p1,ps € C, entdo py =1, ¥, py=pi =1, eI e

()~ — =) ()

(€7t — 1, &%) (7?2 — 1), e=I%)

Para €2 = (), tem-se que

i B [(1 -2 e—jﬂp) ejQp} <ejQp)
HEoa, = (g om (=, ey o]

(1 — 2z e )

’ (1 =rp)(1 =1y e772)
e que
, (1 — 21 e %)
H (e = ‘ :
g, = ol Ty T = o)
— byl 1 = 21 [eos(8y) — j sin(Eh)]]
(1—rp) |1 —1,[cos(29,) — j sin(29,)]|
— byl |[1— 21 cos()] +J [21 sin($)]]
(L =rp) |[L = rp cos(2Q)] +J [rp 5in(20,)]]
b \/1 — 221 cos(§Y) + 27 cos?(2y,) + 2% sin?(Q,)
- (1—rp) \/1 — 21, c0s(282y) + 12 cos?(20),) + 12 sin?(2),)
bl \/1 — [2 cos(2)] 21 + 2%
= |bo

(1—r7p) \/1 — [2 cos(2Q,)] r, + 13 7

=1, deve-se ter |by| = (1 — rp) <\/1—[2 cos(2Qp)}Tp+r12J>

PTe)
de tal forma que, para ‘H(e )’ N T

Q=Q,
€ b1 = —b()Zl.
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6.3.5 Caso 5: by =0, b1 #0 e by # 0.

O sistema desse caso pode ser interpretado como a associacao do sistema do “Caso 2”7 em
paralelo com o sistema do “Caso 3”. Além disso, ele também pode ser pensado como o sistema
do “Caso 4” em cascata com um atrasador unitario, fazendo-se by = by e by = bs.

A Funcao de Transferéncia é dada por

H(z) biz~t + byz? 1 z+ (%) b (2 — 21)
z = = _— . =
1+ aiz7t 4+ axz2 ! 22+ a1z + as ! (z—p1)(z —p2) '

onde z; = —(ba/by), Zy = 00, (p1+p2) = —a1 e (p1 p2) = as.
Fazendo-se z = /%, a Resposta em Frequéncia é calculada por

oy _ <€jQ B Zl)
H(e”) =b @7 o) (@ — o)

Relagoes quanto ao tipo numérico dos polos:

e Se p1,p2 € R, o SLIT de segunda ordem pode ser interpretado como uma associacao
cascata dos casos de primeira ordem.

« Se pi,p2 € C, entdo py =1, /%, py=pj =1, e /e

A eIt — 2
H(EY) = b — ( . ) .
(7 — 1), 1) (&7 — 1, e7%)

Para Q0 = (),,, tem-se que

(1 — 21 e79%) eJQP}

o (
Hog, = M A=) =, e o]
— b (1 —Z € ]Qp)
S (A=) (L= e ) (9)
e que
, (1 — 2 e %)
H (e = ‘ :
HE oo, = BT T 7y e
1= leos(@) — g sin@,)]
(1 —rp) [1—rp[cos(26) — j sin(20,)]]
. [[1 = 21 cos(2p)] + 7 [2z1 sin(§2,)]|
(1 =rp) [[1 =7y cos(2Q)] +j [rp sin(29,)]]
b \/1 — 221 cos(Q,) + 23 cos?(Qy) + 23 sin?(Q,)
- (1—rp) \/1 — 21, c0s(28),) + 12 cos?(20),) + 12 sin?(2€,)
i \/1—2003 )] 21 + 23
= |b

(1—rp) \/1 — [2 cos(252,)] rp + 12 ’

—|2 cos ro4r2
=1, deve-se ter \bly = (1 — rp) <\/1 [2 cos(2Q)]rp+ p)

o)
de tal forma que, para ‘H(e )‘ I e

Q=0Q,
€ bg = —blzl.
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6.3.6 Caso 6: by # 0, by =0 e by # 0.

O sistema desse caso pode ser interpretado como a associacao do sistema do “Caso 1”7 em
paralelo com o sistema do “Caso 3”.
A Funcao de Transferéncia é dada por

bo + byz 2 2+ (%) (2 —21)(2 — %)
= =by 55— —=b )
1+ aiz7t + apz2 22+ a1z + as (z—p1)(z —p2)

onde r, = \/—(52/50), Rl =Tz, 22 = —Tyg, (pl ~|—p2) = —a; € (pl p2) = Q2.

Fazendo-se z = /!, a Resposta em Frequéncia é calculada por
bl

H(z)

oy, (@7 a) (7= =)
HE) = (7% —p1) (€7 —pg)

Relacoes entre o tipo numérico dos zeros e os sinais de by:

e Se 21,25 € R, entao by e by possuem sinais diferentes.

e Se z1 =29 =0, entdo by = 0 e o SLIT recai no “Caso 1”.

e Se 21,25 € C, entdo by e by possuem sinais iguais.

Relagbes entre a posicao dos zeros e os valores relativos de by:

o Se|r,| > 1, entao |bg| > |bo].

e Se |r,| = £1, entao |bsy| = |bo].

e Se |r,| <1, entao |by| < |bl.

Relagoes quanto ao tipo numérico das singularidades (zeros e pdlos):

e Se z1,29,p1,p2 € R, entdo o SLIT de segunda ordem pode ser interpretado como uma
associacao cascata dos casos de primeira ordem.

~ _ iQ ook o)
e Se 21,29 € R, mas py,pe € C, entao py =1, €7, po =pj =1, e ** e

(=) (o 4r)

(€72 — 1, ei%%) (eI — 1, e=7%)

H(ejQ) = bo

e Se 21,25 € C, mas p1,p2 € R, entao 21 =r, /%, 2, = 2y =, AL

. - . - T
(eJQ -7, 675) (eJQ -7, 6’35>

H(e™) = bo (7% = p1) (/% — p2)

e Sezy,2,p1,p2 € C entdo 2y =1, €% 2 = 2f =1, e % p =1, Y, py =p} =1, eI

e
(em -, 635) (em -, 6_35)

H(e) = by : : == .
() = bo (e7? — 1, 7)) (7 — 1), e71W)
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6.3.7 Caso 7: by #0, by #0 e by # 0.

O sistema desse caso pode ser interpretado como a associacao paralela dos sistemas do
“Caso 17, do “Caso 2” e do “Caso 3”.
A Funcao de Transferéncia é dada por

Cbo bz F bz b 2+ (%) at (Ib%) - (2 — 21)(z — 22)

14 arz 4 agz? O 24 az+a 0 (z—p1)(z—p2) '

H(z)

onde (z1 + 22) = —(b1/bo), (21 22) = (b2/bo), (p1 + p2) = —a1 € (p1 p2) = 2.
Fazendo-se z = e/, a Resposta em Frequéncia é calculada por

P G 1 Cats)
HE) = G ) (e~ py)

Relagoes quanto ao tipo numérico das singularidades (zeros e polos):

e Se z1,29,p1,p2 € R, entao o SLIT de segunda ordem pode ser interpretado como uma
associagao cascata dos casos de primeira ordem.

e Se 21,22 € R, mas py,ps € C, entao py =1, eI py = Pl =Ty eI e

H(ey —y =) (=)

(7?2 — 1, &%) (7?2 — 1, e7I%)

e Se 2,20 € C, mas p1,p2 €ER, entdo z; = r, /%, 2z = 2l =7, e 1% ¢

(ejQ -7, ejQZ) (ejQ -7, e‘jQ”)

(e72 — p1) (€79 — pa)

H(e?) = by

e Sezy,z9,p1,p2 € C,entdo z; =1, eJQZ, 29 =2] =T, e*JQZ, pL=Tp eJQP, P2 =Pl =Tp AL

e
(ejﬂ -, ejQZ) (ejQ -, e’jQZ)

(7 — 1y, e3%) (&7 — 1, e77%)

H(@jg) = bo
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Capitulo 7

Listagens de cédigos

7.1 Introducao

A seguir, sao apresentadas listagens de codigos para o aplicativo matematico Octave.
Os codigos visam fornecer um esclarecimento visual sobre alguns dos tépicos abordados na
parte tedrica do documento.

7.2 Adicao e subtracao de vetores

o A Listagem 1 apresenta uma visualizacao geométrica da adi¢ao e da subtragao de niimeros
complexos. Sao apresentados exemplos com zeros e com pélos.

Listagem 1 - Visualizagao geométrica da adicao e da subtracao de niimeros complexos:

T

T ololotototolololole Tolototololotatatots Tololololololotatate Tototototototototate Totototototolololole Totatatatololotototo
T

yA Influencia das posicoes de zeros e polos

b no calculo da Resposta em Frequencia:

T

YA - Visualizacao geométrica

yA da adicao e da subtracao de numeros complexos.

h
h
YA Versao: 2019 _03_03.
h

h Autor : Alexandre Santos de la Vega.
T
o Tl Tolololotolololololo Tolottotololololole Tolololololotolalote Tololototototototote Totlotolotololololls

b
Tt hoholoholohte Tolololololotololols Tolotototototototole Tololoolololototots Tolotoloototototote Tototololotolololle
Tl loloholoholo ToTololotototototots Tolootototototolole Tolololololotototote Totototoiototototote Tototololololololls

% limpa o ambiente de trabalho

T
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clear all
close all

b
Tololototoolololole ToloTooTololootols Tololototototottote Tolotototololotolols
b

A
% calcula o circulo de raio unitario

T

/» define numero de pontos
N = 360;

%» define o passo dos angulos
w_step = 2x%pi/N;

% define o vetor de angulos
w_circ = 0:w_step: (2%pi);

% calcula o vetor de pontos
unit_circ_line = exp(j*w_circ);

% calcula as partes real e imag
xucl = real(unit _circ_line);
yucl = imag(unit_circ_line);

b
Yoo ToTolotofoTolote ToToototoTolototote Tototototolotototole Totototeostolo o e
b

b
% define pontos para subtracao
% e soma

h

% define um critical point
w_cp = pi/4;
cp = exp(j*w_cp);

% define um zero
z = complex((-0.5),(0));

% define um polo
p = Complex(( 0.5),00));

T

Tololototoolololole TooToToTololototots Tololototototottote Tolotololololototels
b
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% calcula as diferencas e as somas
% entre o critical point e
% as singularidades (zeros e polos)

% diferencas
cp_sub_z = cp - z;
cp_sub_p cp - p;

Yot lololololole Toolotolololototols Tololototototototote Totototolololololole

% somas

yA

cp_add_z = cp + z;
cp_add_p = cp + p;

b
TohoTololotoTololote ToTolototololototote Tototototlolotototole  Tototoleoototole e
h

T
% calcula as partes real e imag
% de cada vetor

T

% origem
xorg = 0;
yorg = O;

% critical point
xcp = real(cp);
ycp = imag(cp);

% zero
xz = real(z);
yz = imag(z);
% polo
xp = real(p);
yp = imag(p);

h
Tt lolololohole ToloTolololotototots Tololootototototote olotololololololole
h

T
% elabora os graficos

T
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Tololololololololote Tolotatootolotolole Totololotatolo otots Tolototolololostols
/» define parametros para os graficos

% define valor inicial da figuras
FigNbr = 0;

Tololotototoololole Tolototolololoolots Tololototototototole Tototototolololotols

TololotolotoloTotols Tototototototolotots oo tototetols oole
Fighbr = FigNbr + 1;
figure (FigNbr)
DototoTototolototote Yototototototolotote Tototototorots ool
yA
subplot(2,2,1)
yA
hold on
yA
plot (xucl,yucl,’k’)
yA
hq = quiver([xorg, xorg]l, [yorg, yorgl,
[xz, xcpl, [yz, ycpl,1,’b’);
set (hq, "maxheadsize", .0);
yA
hq = quiver(xorg,yorg,real(cp_add_z),imag(cp_add_z),1,’k’);
set (hq, "maxheadsize", .05);
yA
hz = plot(xcp,ycp,’dk’);
set (hz, "markersize", 12);
yA
hz = plot(xz,yz,’or’);
set (hz, "markersize", 12);
yA
title(cellstr([’Soma de vetores’;
>( e"{j \Omega_i} + =z_j )’1))
ylabel(’Im \{ \cdot \}’)
xlabel(’Re \{ \cdot \}’)
yA
axis(’image’)
yA
TololotolotoloTotate Tototototolotototots olotototetols oole
yA
subplot(2,2,2)
yA
hold on
yA
plot(xucl,yucl,’k’)
yA
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hq = quiver([xorg, xorg]l, [yorg, yorgl,
[xp, xcpl, [yp, ycpl,1,’b’);

set (hq, "maxheadsize", .0);

h

hq = quiver(xorg,yorg,real(cp_add_p),imag(cp_add_p),1,’k’);

set (hq, "maxheadsize", .05);

h

hz = plot(xcp,ycp,’dk’);

set (hz, "markersize", 12);

h

hz = plot(xp,yp,’xr’);

set (hz, "markersize", 12);

b

title(cellstr([’Soma de vetores’;

»( e”{j \Omega_i} + p_j )’1))

ylabel (’Im \{ \cdot \}’)

xlabel(’Re \{ \cdot \}’)

b

axis(’image’)

h

Toho1olototoTololote TolotototoToototots Tooototototootole

h

subplot(2,2,3)

b

hold on

h

plot(xucl,yucl,’k’)

h

hq = quiver([xorg, xorg]l, [yorg, yorgl,
[xz, xcpl, [yz, ycpl,1,’b’);

set (hq, "maxheadsize", .0);

h

hq = quiver(xz,yz,real(cp_sub_z),imag(cp_sub_z),1,’k’);

set (hq, "maxheadsize", .05);

b

hz = plot(xcp,ycp,’dk’);

set (hz, "markersize", 12);

h

hz = plot(xz,yz,’or’);

set (hz, "markersize", 12);

b

title(cellstr([’Subtragio de vetores’;

' e™{j \Omega_i} - z_j )’1))

ylabel(’Im \{ \cdot \}’)

xlabel("Re \{ \cdot \}’)

h

axis(’image’)

h

Dol Toloto o ToTotots TolotototoTotototots Totootototo oo tole
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b
subplot(2,2,4)
b
hold on
o
plot(xucl,yucl,’k’)
h
hq = quiver([xorg, xorg], [yorg, yorgl,
[xp, xcpl, [yp, ycpl,1,’b’);
set (hq, "maxheadsize", .0);
b
hq = quiver(xp,yp,real(cp_sub_p),imag(cp_sub_p),1,’k’);
set (hq, "maxheadsize", .05);
b
hz = plot(xcp,ycp,’dk’);
set (hz, "markersize", 12);
A
hz = plot(xp,yp,’xr’);
set (hz, "markersize", 12);
b
title(cellstr([’Subtragio de vetores’;
*(e™{j \Omega_i} - p_j )’1))
ylabel(’Im \{ \cdot \}’)
xlabel (’Re \{ \cdot \}’)
b
axis(’image’)
b
T TololotoloTotots ToTotototololototots Tototototototototote Tototototoototos s
b

pA
% EOF
yA
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7.3 Ganho e relacoes entre ganhos, para zeros e pdlos

o A Listagem 2 apresenta curvas de ganho e de relagoes entre ganhos, em fung¢ao da posicao
de zeros e de pélos.

Listagem 2 - Ganho e relagoes entre ganhos, para zeros e polos:

T

T llolototototololole Tolototololotatatots Totololololototatate Totototoototototate Totototototolololote Totatatatololotototo
h

yA Influencia das posicoes de zeros e polos

yA no calculo da Resposta em Frequencia:

T

h - Ganhos.

yA - Relacoes entre ganhos.

b - Calculos nas frequencias de ganhos minimo e maximo.

h
h
YA Versao: 2019_03_05.
h

b Autor : Alexandre Santos de la Vega.
h
o hohhhhhhhhl Tololololololololol Totototoohololole Tolololololototolots Tololototototototote Tolotolotolololotls

h
Tl loloholoholo Tolololototototolots Totootototototolole Tololololololototote Totototoiototototote Tototololololololls
ool lololololole ToloTolotolototolots Tolodotototototoole Tolololololololotote Tolotolotototototote Totototolotolololle

% limpa o ambiente de trabalho
b

clear all

close all

h
ToholololotoTololote Toloototololototote Tototototolotototole  Totototetoototole e
b

T
rstep = 0.001;

yA
rz = O:rstep:3;
pA

gzk = abs(l - rz);
gzkpi = abs(l + rz);
yA

e = 0.01;

rp = O:rstep:(l-e);
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b
gpk
gpkpi

1 ./ abs(1 - rp);
1 ./ abs(1 + rp);

b
Tololototoolololole ToloTooTololototots Tololototototottote Tolotololololotolels
b

yA
Fighbr = 0;

Tololototoololololo ToToToToTolotototots Toloototototototote Totototolololotolels

b

Fighbr = FigNbr + 1;

b

figure(FigNbr)

b

b

subplot(3,2,1)

plot(rz, gzk)

b

vV = axis;

v(3) = 0;

v(4) = max(rz) + 1;

axis(v)

b

title(cellstr([’Influéncia de um zero’;
’Ganho em \Omega k’]))

b

ylabel (’Gzk’)

b

h
subplot(3,2,2)
plot(rz, gzkpi)
b

Vv = axis;

v(3) = 0;
v(4) = max(rz) + 1;
axis(v)

b

title(cellstr([’Influéncia de um zero’;
’Ganho em \Omega {k\pi}’1))

b

ylabel (’Gzk\pi’)

b

b

subplot(3,2,3)

plot(rz, (gzkpi - gzk))
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pA

vV = axis;

v(3) = 0;

v(4) = max(rz) + 1;
axis(v)

pA

title(’Diferenga entre os ganhos em \Omega_k e \Omega_{k\pi}’)
b

ylabel (’Gzk - Gzk\pi’)

h

h

subplot(3,2,5)

plot(rz, (gzk ./ gzkpi))
b

vV = axis;

v(3) = 0;

W(4) = max(rz) + 1;
v(4) = 1.001;

axis(v)

h

title(’Relagdo entre os ganhos em \Omega k e \Omega_{k\pil}’)
h

ylabel (’Gzk / Gzk\pi’)

b

xlabel(’r’)

h

h

subplot(3,2,6)

plot(rz, (gzkpi ./ gzk))

yA
Vv = axis;
v(3) = 0;

W(4) = max(rz) + 1;

hhv(4) = 1.001;

v(4) = 10;

axis(v)

h

title(’Relagdo entre os ganhos em \Omega_k e \Omega_{k\pil}’)
b

ylabel (’Gzk\pi / Gzk’)

b

xlabel(’r’)

Tt lolololololo ToloTolololotototots Tololototototototote Tootoolololololole

h

Fighbr = FigNbr + 1;
h

figure(FigNbr)
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b
h
subplot(3,2,1)
plot(rp, gpk)

b

Vv = axis;
v(3) = 0;
v(4) = 100;
axis(v)

b

title(cellstr([’Influéncia de um pdélo’;
’Ganho em \Omega_k’]))

b

ylabel(’Gpk’)

b

b

subplot(3,2,2)

plot(rp, gpkpi)

b

vV = axis;

v(3) = 0;

v(4) = 1.001;

axis(v)

b

title(cellstr([’Influéncia de um pdlo’;
’Ganho em \Omega_{k\pi}’1))

b

ylabel (’Gpk\pi’)

b

b

subplot(3,2,3)

plot(rp, (gpk - gpkpi))

yA

Vv = axis;
v(3) = 0;
v(4) = 100;
axis(v)

yA

title(’Diferenga entre os ganhos em \Omega_k e \Omega_{k\pil}’)

h

ylabel (’Gpk - Gpk\pi’)

b

h

subplot(3,2,5)

plot(rp, (gpk ./ gpkpi))

b
Vv = axis;
v(3) = 0;

v(4) = 100;



7.3.

GANHO E RELACOES ENTRE GANHOS, PARA ZEROS E POLOS

axis(v)

h

title(’Relagdo entre os ganhos em \Omega_k e \Omega_{k\pil}’)
h

ylabel(’Gpk / Gpk\pi’)

h

xlabel(’r’)

b

b

subplot(3,2,6)

plot(rp, (gpkpi ./ gpk))
h

vV = axis;

v(3) = 0;

v(4) = 1.001;

axis(v)

h

title(’Relagdo entre os ganhos em \Omega_k e \Omega_{k\pi}’)
b

ylabel (’Gpk\pi / Gpk’)

h

xlabel(’r’)

h
Tt lololololole TooTotolololotolots Tololototototototote Tototototololololole
h

yA
% EOF
yA
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