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Prefacio

O trabalho em questao cobre os topicos abordados na disciplina Técnicas Digitais 1.

A apostila foi escrita com o intuito de servir como uma referéncia rapida para os alunos do
curso de graduacao em Engenharia de Telecomunicacoes da Universidade Federal Fluminense
(UFF).

O material basico utilizado foram as minhas notas de aula que, por sua vez, originaram-se
em uma coletanea de livros sobre os assuntos abordados.

A motivagao principal foi a de aumentar o dinamismo das aulas. Portanto, deve ficar bem
claro que esta apostila nao pretende substituir os livros textos ou outros livros de referéncia.
Muito pelo contrario, ela deve ser utilizada apenas como ponto de partida para estudos mais
aprofundados, utilizando-se a literatura existente.

Espero conseguir manter o presente texto em constante atualizagao e ampliacao.

Correcoes e sugestoes sao sempre benvindas.

Rio de Janeiro, 04 de setembro de 2006.
Alexandre Santos de la Vega
UFF/TCE/TET
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Capitulo 1

Introducao

Este é um documento em constante atualizacgao.

Ele consta de topicos desenvolvidos em sala de aula.

Na preparacao das aulas sao utilizados os seguintes livros:

— Livros indicados pelo professor: [HP81], [Rhy73], [TWMO07], [Uye02].
— Livros indicados pela ementa da disciplina: [IC08], [Tau82].

Este documento aborda os seguintes assuntos:
— Conceitos basicos: que busca contextualizar a disciplina no ambito do curso de
graduagao.

— Fungoes logicas: que define as bases para a representagao de informacgoes nao numéri-
cas em circuitos digitais.

— Algebras de Boole: que apresentam um formalismo matemético para a representacao
l6gica em circuitos digitais.

— Formas padroes para representacao de expressoes booleanas: que define formas de
expressoes booleanas adequadas ao processo de simplificao das mesmas.

— Simplificacao algébrica de expressoes booleanas: que ilustra um processo algébrico
para a simplificacao de expressoes booleanas.

— Mapa de Karnaugh: que apresenta uma ferramenta sistematica para a simplificagao
de expressoes booleanas.

— Sistemas de numeracao: que define as bases para a representacao de quantidades
numeéricas em circuitos digitais.

— Circuitos combinacionais basicos: que apresenta os blocos funcionais combinacionais
basicos utilizados em sistemas digitais.
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Capitulo 2

Conceitos basicos

e Telecomunicacoes: definicao e exemplos.

e Sistemas de Telecomunicacoes: defini¢ao, anatomia e exemplos.

e Relacao: Circuito X Sistema.

e Sinais: definicao.

e Sistemas: definigdo, anatomia (varidveis, elementos e topologia), andlise X projeto.
e (lassificacao de sistemas:

— parametros concentrados x distribuidos.

— parametros constantes no tempo, fixo ou invariante no tempo X
parametros variaveis no tempo, variavel ou variante no tempo.

linear X nao linear.

— instantaneo ou sem memoria X dinamico ou com memoria.

— continuo x discreto (anal6gico/amostrado/quantizado/digital).

e Sistemas dinamicos: estado e variaveis de estado.
e Medigao e armazenamento: discretizacao.

e Discretizacao: amostragem X quantizacao.

e Tipos de discretizagao: uniforme x nao uniforme.

e Tipos de aproximacao na quantizagao: truncamento, arredondamento e truncamento em
magnitude.

e Anatomia de sistemas digitais:

— processamento digital dos sinais: digitais x analdgicos.

— processamento digital dos sinais digitais: sinais de dados, sinais de temporizagao,
sinais de controle e alimentagao.

— processamento digital dos sinais analégicos: conversores A/D e D/A, filtro limitador
de banda (anti-aliasing filter) e filtro de interpolagao (smoothing filter).

e Hierarquia: em hardware e em software.



Capitulo 2. Conceitos basicos

e Codificacao:

— Codigo: sintaxe (simbolos) x seméantica (significado).
— No caso geral: representacao de idéias.

— No caso de transmissao digital: fonte (compressao) e canal (redugao de taxa de erro).
e Elementos codificados:

— Informacao (fatos, classificagbes) x Quantidade (ntimeros, contagem).

— Informacao pode ser codificada em quantidade.

— Quantidade pode ser codificada como informacao.

— Ambos podem ser representados e manipulados como um tnico elemento.
— Ambos sao um tunico elemento.

— Ambos significam idéias codificadas.
e Representagao de informagao:

— Uma vez que a informacgao ¢ multivalorada, pode-se utilizar, para representa-la,
um tnico dispositivo com muiltiplos estados ou vérios dispositivos com um nimero
reduzido de estados.

— O numero total de estados, ou de condigoes as quais os dispositivos podem ser
ajustados, deve ser igual ou maior ao ntimero de valores possiveis que a informacao
a ser representada pode assumir.

— Na tentativa de minimizar o nimero de dispositivos e o nimero de diferentes estados
em cada dispositivo, ja foi demonstrado que o niimero de estados 6timo para cada
dispositivo ¢ o nimero e = 2.718281828459 |Ric56].

— Embora a melhor aproximacao seja um total de 3 estados por dispositivo, a disponi-
bilidade de dispositivos eletro-eletronicos que apresentam 2 estados de operacao
(chaves, relés, diodos, transistores), aliada a facilidade e a confiabilidade (estabi-
lidade e robustez) de implementacao, tém levado a escolha da representacao através
de mecanismos envolvendo 2 estados por dispositivo.

— Assim, para informagoes envolvendo N estados, sdo necessarios M dispositivos de 2
estados, tal que 2™ > N.

e Representacao de quantidade:

— Representacdo numérica (quantizada) de uma informagao analdgica ou discreta.
— Representagao de informagao analdgica: amostragem e quantizacao.

— Representacao de informacao discreta: quantizacao.

— Fontes de erro:

* Acuracia da medida.

* Resolugao da medida (precisao).

« Limites da representagao da medida (méximo e minimo).
* Erros de conversao A/D.

x Capacidade de armazenamento da amostra.

AS.V.



— Quantidades sao naturalmente multivaloradas e representadas por simbolos.

— Novamente, dois extremos sao possiveis. Por um lado, pode-se usar um tinico simbolo
variavel, cujas variagoes representam todos os valores numéricos desejados. De outra
forma, pode-se optar por uma combinacao de simbolos de um conjunto, o qual é capaz
de representar apenas uma faixa de valores.

— Exemplos de representacao numérica:

x Um sistema de numeracao com 4 digitos e resolucao de 0.001 pode representar
nimeros positivos de 0.000 até 9.999, num total de 10.000 valores diferentes.

x Para representar 100 valores diferentes, pode-se utilizar 100 simbolos fixos dife-
rentes ou X simbolos variaveis, com Y valores cada.

e Um sistema de numeracao significa, para a representacao de quantidades numéricas, o
mesmo que simbolos 16gicos significam para a representacao de informagcoes nao numeéricas.

e Utilizando-se uma simbologia que atenda a ambas as representacoes, pode-se implemen-
tar sistemas que manipulem quantidades numéricas e informagoes nao numeéricas sem
distingao.

e Tais sistemas, e seus circuitos, sao denominados sistemas e circuitos digitais.

TET / UFF
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Capitulo 3

Funcoes logicas

3.1 Introducao

e A manipulacao de informagoes pode ser dividida em trés partes basicas: a obtencao dos
dados, o processamento desses dados e a geracao de novos dados.

e Toda acao envolve, de certa forma, tomadas de decisao.

e Compreender o raciocinio humano que rege as tomadas de decisao possibilita que o me-
canismo seja implantado em sistemas artificiais.

e A lbgica pode ser vista como um ramo de estudos da matematica que fornece elementos
para a tentativa de modelagem do raciocinio humano.

e Argumentos sao conjuntos de enunciados, dos quais um deles é definido como conclusao
e os demais como premissas.

e Quanto a validade, os argumentos podem ser divididos em: dedutivos e indutivos.
e Em um argumento dedutivo, premissas verdadeiras conduzem a uma conclusao verdadeira.
e Nos argumentos indutivos, premissas verdadeiras nao garantem uma conclusao verdadeira.

e A logica formal fornece uma linguagem estruturada para a definicao e a manipulacao dos
argumentos.

e A logica dedutiva pode ser dividida em: classica, complementar, e nao-classica.

e Atualmente, a logica classica é mais conhecida como Célculo de Predicados de Primeira
Ordem.

e Exemplos de logica complementar sao: modal, deontica e epistémica.
e Alterando-se os principios da logica classica, surgem as logicas nao-classicas. Alguns

exemplos sao: paracompletas, intuicionistas, nao-aléticas, nao-reflexivas, probabilisticas,
polivalentes, fuzzy.
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3.2 Conceitos basicos

e Valores fixos, variaveis e funcoes.

e Funcao: mapeamento entre varidveis.

e Representacao de fungoes: tabelas, graficos e equagoes.

e Varidveis (e fungoes) nao necessitam ser numéricas, embora possam ser associados nimeros

aos possiveis valores (estados) das variaveis.

3.3 Variaveis légicas

e Nesse texto, serd abordado apenas um tipo de légica: bindria, bivalente ou classica.

e Proposigao: sentenca afirmativa declarativa (ou afirmagao declarativa ou assertiva ou
statement), sobre a qual faga sentido se afirmar que a mesma é verdadeira ou falsa.

e Propriedade de varidveis logicas binarias:

— as variaveis representam assertivas.

— 86 existem dois valores fixos que podem ser atribuidos a uma variavel.

— os dois valores possiveis devem ser, do ponto de vista légico, mutuamente exclu-
dentes.

e Modelagem légica de um problema real:

— Envolve diversas representagoes ou codificagoes.

— Problema real — um sistema formado por um conjunto de assertivas (statements),
associadas por meio de conectivos (operadores ou fungoes).

Conectivo — elemento de conexao que é modelado por uma funcao légica.

Assertiva — afirmagao declarativa (statements) sobre algum elemento do problema,
a qual é representada por uma variavel de assercao do sistema.

— Variavel de assercao — variavel do sistema associada a uma assertiva, a qual serd
atribuido um valor fixo légico (truth value).

— Valor fixo l6gico — representacao do estado de uma variavel de asser¢ao por meio
de um simbolo com significado légico Por exemplo: F/T, F/V, 0/1, 0/5 ou +12/-12.

e Uma vez que os dois valores possiveis sao mutamente excludentes, surge, naturalmente,
a idéia de negagao (da associacao de assertivas, do conectivo, da assertiva, da varidvel de
asser¢ao, do valor ou do simbolo).

AS.V.
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3.4 Operadores logicos

Um operador 1égico pode ser definido por uma fungao de varidveis légicas (truth function).

Formalizacao matematica das fungoes légicas: cédlculo de fungoes logicas ou calculo sen-
tencial ou calculo proposicional ou tautologia.

Representacao eficiente de fungoes 16gicas: tabela verdade (truth table).

Funcgoes de 1 variavel:

— Cada uma das fungoes de uma variavel é definida por sua Tabela Verdade na Tabela3.1

| X = /(A |
[A]Xo [ X [ X5 ] Xs |
F|F | F|T|T
TIF [T | F|T

Tabela 3.1: Tabela de funcoes de uma varidvel.

— Operagoes: os operadores X; = f;(A) s@o definidos na Tabela

f(A)
X, || Operagao \ Notacao
Xo (£) (£)
X (4) (4)
Xo || NOT(A) | -(A)=~(A)= (A)=(A) =A)*=1(A)
X3 (T) (T

Tabela 3.2: Tabela de operadores de 1 variavel.

e Funcoes de 2 variaveis:

— Cada uma das funcoes de duas varidveis é definida por sua Tabela Verdade na

Tabela 3.3
| X = f(A,B) |
IAB| Xo | X1 [ Xo [ X3 | Xy | X5 | X | X7 [ Xs [ Xo | Xio | Xu1 | Xio | Xus | Xua | Xis5 |
F|\F|F|F|F|F|F|F | F|F | T|T T T T T T T
F|\T|F|F|F|F | T|T|T|T]|F|F F F T T T T
T F|\F|F\|T\|T|F|F | T|T|F|F T T F F T T
T\ \T|\F|T|F | T|F | T|F|T|F|T F T F T F T

Tabela 3.3: Tabela de fungoes de duas variaveis.
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— Operagoes: os operadores X; = f;(A, B) sao definidos na Tabela (3.4}

f(A, B)
X; Operacao \ Notacao
X G )
X, (A AND B) (AAB)
X, NOT(A IMPLICA B) (A= B)=—(A5 B)
X, &) @
X, NOT(B IMPLICA A) “(A—DB)=-(ACB)
X, () (5]
X (A XOR B) (AY B)
X (A OR B) (AVB)
Xs | NOT(AORB)=(ANORB) | —(AVB)=(A|B)
X, | NOT(A XOR B) = (A XNOR B) | ~(AVB) = (A= B)
Xig NOT(B) ~(B)
Xu (B IMPLICA A) (A—B)=(ACB)
X0 NOT(A) 0
X1 (A IMPLICA B) (A= B)= (A5 B)
X || NOT(A AND B) = (ANAND B) | ~(AAB)=(A1B)
X5 (7) (T)

Tabela 3.4: Tabela de operadores de duas variaveis.

e Com base nas operacoes identificadas nas Tabelas [3.1] e [3.3] podem ser definidos os ope-

radores légicos encontrados nas Tabelas [3.2) e [3.4]

— Operador unério: NOT (negagao légica).

— Operadores bindrios: AND (E légico), OR (OU-inclusivo légico), XOR (OU-eXclusivo),
NAND (NOT-AND), NOR (NOT-OR), XNOR (NOT-XOR ou bi-implicagdo ou
equivaléncia légica) e IMPLICA (implicagao légica).

e Funcoes de N > 2 variaveis: definidas através da combinagao das varidveis légicas e das
operacoes identificadas nas funcoes de 1 e 2 variaveis.

3.5 Teoremas de DeMorgan

e (A NAND B) = NOT (A AND B) = (NOT A) OR (NOT B)

ou

(A1 B)=—(AAB) = (-A)V (~B)

e (A NOR B) = NOT (A OR B) = (NOT A) AND (NOT B)

ou

(A] B) =—(AV B) = (~A) A (—~B)

AS.V.
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3.6 Decomposicao em funcoes basicas canonicas

e Uma funcao logica genérica pode ser decomposta em fungoes basicas canonicas, dos tipos
m e M.

e Em uma funcao canodnica do tipo m, apenas um de seus valores é T, enquanto todos os
demais sao F. Por isso, ela pode ser chamada de mintermo.

e Em uma funcao canodnica do tipo M, apenas um de seus valores é F, enquanto todos os
demais sao T. Por isso, ela pode ser chamada de maxtermo.

e Para fungoes de duas varidveis, os mintermos m; sao definidos por: my(A, B) = (mA A —B),
mi(A, B) = (AN B), my(A,B) = (AAN-B) e m3(A,B) = (AN B).

e Para fungoes de duas variaveis, os maxtermos M; sao definidos por: My(A, B) = (AV B),
M,(A,B) = (AV -B), My(A,B) = (-AV B) e M3(A,B) = (—~AV —B).

e A Tabela apresenta as fungoes basicas (mintermos e maxtermos) para duas variaveis.

(AL B [mo[mi [my | ms || M| M| My | M |
FIF| T |F | F | F|F|T|T]|T
FIT| F|T | F|F|T|F|T]|T
T\F| F|F | T |F| T |T|F|T
T\T| F|F | F | T | T | T |T|F

Tabela 3.5: Tabela de fungoes bésicas (mintermos e maxtermos) para duas variaveis.

e A titulo de exemplo, a Tabela ilustra a decomposicao da funcao X (A, B) = (A Y B)
de duas formas: X(A,B)=(AYB)=m;Vms=(-AAB)V(AAN-B)e
X(A,B)=(AYB)=MyANMs=(AV B)A(—~AV -B).

(A[BJAYB [mi|ms | Mo | Ms|
FIF| F | F|F | F|T
FIT| T | T |F|T]|T
T F| T | F|T|T|T
TIT| F | F|F|T|F

Tabela 3.6: Exemplo de decomposicao em funcoes basicas.

e Deve-se notar que, para uma determinada funcao alvo X(-), cada funcao m; (ou M;)
utilizada na sua decomposicao é responsavel por sintetizar um dos valores T (ou F') de
X ().

e Deve-se notar ainda que —(m;) = M,.

e Portanto, as relagoes —-m3 = M3 e =My = my representam, ao mesmo tempo, uma prova
para os Teoremas de DeMorgan e uma outra forma de enuncia-los.
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3.7 Conjunto funcionalmente completo de operadores

e Pode-se notar que alguns operadores (conectivos) bindrios podem ser descritos através da
combinagao de outros operadores.

e Questoes que surgem naturalmente:
— E possivel descrever todos os demais operadores a partir de um determinado conjunto

(conjunto completo) 7

— Todos os operadores de um conjunto completo sdo absolutamente necessérios (inde-
pendentes)?

— Existe um conjunto minimo de operadores que forme um conjunto completo (con-
junto completo minimo) 7

e Solucoes:

— Tentativa 1: (AND) — Nao!

— Tentativa 2: (OR) — Nao!

— Tentativa 3: (AND + OR) — Nao!

— Tentativa 4: (AND + OR + NOT) — OK! — Conjunto completo, mas nao minimo...
— Tentativa 5: (NOT + AND = NAND) — OK! — Conjunto completo e minimo!

— Tentativa 6: (NOT + OR = NOR) — OK! — Conjunto completo e minimo!

e Os operadores NOT, AND e OR sao naturalmente utilizados nas expressoes légicas ela-
boradas pelo ser humano.

e Os operadores NOT, NAND e NOR sao facilmente implementados por dispositivos eletro-
eletronicos.

e Assim sendo, é comum que se definam as expressoes logicas utilizando os operadores do
conjunto {NOT, AND, OR} e, em seguida, que elas sejam convertidas em expressoes
equivalentes, empregando os operadores do conjunto {NOT, NAND, NOR}.

3.8 Relacoes de implicacao

e Podem-se definir trés relagoes de implicacdo de uma assertiva precedente A para uma
assertiva conseqiiente B:

— Condicio necessaria: “SOMENTE SE (A = T') ENTAO (B =T)”
ou ‘(B = T) SOMENTE SE (A = T)".

— Condicao suficiente: “SE (A = T) ENTAO (B =T)” ou (B = T) SE (A = T)".

— Condicao necessaria e suficiente: “SE E SOMENTE SE (A = T) ENTAO (B = T)”
ou (B = T) SE E SOMENTE SE (A = T)".

e Portanto, pode-se estabelecer a seguinte modelagem:

— Condicao necessaria: (A < B).
— Condicao suficiente: (A — B).
— Condigao necesséria e suficiente: (A — B) A (A «— B) = (A = B).

AS.V.
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3.9 Blocos funcionais

e Para cada operador logico, pode-se definir um bloco funcional que realize a operagao
correspondente.

e Posteriormente, pode-se propor um sistema fisico que implemente o bloco funcional dese-
jado.

e Blocos funcionais padroes podem ser encontrados na Figura [3.1]

Figura 3.1: Blocos funcionais padroes, associados aos operadores 16gicos.

3.10 Manipulacao algébrica de blocos

e Os blocos funcionais sao uma representacao alternativa para os operadores logicos.

e Circuitos envolvendo os blocos funcionais sao uma representacao alternativa para as
equacoes envolvendo os operadores 16gicos.

e Portanto, pode-se realizar uma manipulagao sobre os blocos 16gicos de um circuito, a qual
sera idéntica aquela realizada sobre os operadores logicos de uma equagao.

e Alguns exemplos de manipulagao algébrica de blocos sao mostrados na Figura [3.2]

Figura 3.2: Exemplos de manipulagao algébrica de blocos.
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3.11 Uso de bloco funcional como elemento de controle

e No projeto de circuitos digitais, é comum que se necessite de alguns elementos basicos de
controle, os quais podem ser implementados através dos blocos funcionais.

e Considerando-se as variaveis de entrada E, de controle CT RL e de saida S, e que elas as-

sumam apenas os valores lgicos F' e T', podem-se definir as agoes de controle apresentadas
na Tabela 3.7

e Tais operagoes podem ser visualizadas na Figura [3.3]

| Operador | Acao de controle |
on_|s = rmve - {7 G g
o s - emn - [T
xor_|s = rwes) - {5 Crnly
XNOR |5 = (CTRL=B) = {} Crm 7
IMPLICA|S = (CTRL—E) = {Jg ggg’izi
T e~ (F ot

vor |3 = e = £ G
IMPLICA | S = —(CTRL— E) = {? g;gizi

Tabela 3.7: Uso de bloco funcional como elemento de controle.

Figura 3.3: Uso de bloco funcional como elemento de controle.
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3.12 Exercicios propostos

1. Discutir a propriedade de comutatividade dos operandos para todos os operadores binarios.
2. Provar os Teoremas de DeMorgan.

3. Decompor as funcoes de todos os conectivos bindrios como combinagoes das funcoes basi-
cas m; (mintermos), associadas pelo conectivo OR.

4. Decompor as funcoes de todos os conectivos binarios como combinagoes das fungoes basi-
cas M; (maxtermos), associadas pelo conectivo AND.

5. Considerando que todas as fungoes logicas sejam descritas pela combinagao dos operadores
unario e binarios, provar que:

6. Escrever as funcoes de todos os conectivos binarios utilizando apenas as seguintes funcoes
bésicas:

7. Para os exercicios listados abaixo, considerar as equacoes logicas apresentadas em seguida.

(a) Desenhar um Diagrama de Blocos Funcionais equivalente, para cada uma das equagoes
logicas fornecidas.

(b) Decompor cada uma das equagoes légicas fornecidas como combinagao das fungoes
bésicas m; (mintermos), associadas pelo conectivo OR.

(c) Decompor cada uma das equagdes légicas fornecidas como combinacao das fungoes
bésicas M; (maxtermos), associadas pelo conectivo AND.

(d) Desenhar um Diagrama de Blocos Funcionais equivalente, para cada uma das de-
composigoes pedidas anteriormente.

Equagoes logicas:

i. F(A,B)=(AVB)AN(AV-B)A(-AV B).

ii. F(A B) = (—|A\/ B) VAN (A\/ —\B) VAN (—|A\/ —|B).
iii. F(A,B)=(AAN-B)V(-AANB)V(ANAB).
1v. F(A B) = (—\A/\ —\B) vV (—\A A B) V (A/\ —\B).

v. F(A,B,C,D)=(AV B) A (=(C AD)).
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Capitulo 4

Algebras de Boole

4.1 Introducao

A implementacao de um sistema digital apresenta um custo.

Sempre ¢é desejado o menor custo possivel.

Deve-se minimizar a implementacao a fim de se reduzir o seu custo.

O célculo proposicional nao apresenta ferramentas adequadas para encontrar a implemen-
tacao mais economica.

E necessario definir uma representagao logica que forneca ferramentas para a minimizagao
das funcoes légicas.

Tais ferramentas podem ser encontradas na algebra abstrata.

A dlgebra é o ramo da matematica que estuda as generalizacoes dos conceitos e das
operacoes da aritmética.

Em &lgebra abstrata definem-se estruturas abstratas que representam, de uma forma
global, diversas estruturas encontradas na pratica.

Uma estrutura algébrica adequada para a formulacao, a manipulagao e a minimizacao de
fungoes 1ogicas é a Algebra de Boole, a qual sera tratada neste capitulo.

17
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4.2 Postulados de Huntington

Na definicao de estruturas algébricas abstratas, sao apresentados axiomas que estabele-

cenn:

um conjunto de elementos;
um determinado ntimero de operagoes;
alguns elementos particulares;

algumas propriedades.

Na associagao de uma determinada estrutura abstrata com um determinado sistema
existente sao definidos:

os elementos dos conjuntos;
o funcionamento das operacoes;

os elementos particulares.

Entre as diversas formas de abordar a estrutura proposta por Boole, uma das mais
utilizadas sao os Postulados de Huntington, apresentados a seguir.

Postulados de Huntington

1.

Existe um conjunto K de objetos ou elementos, sujeito a uma relagao de equivaléncia,
denotada pelo simbolo “=", que satisfaz ao principio da substituicao.

. E definida uma operacio, denotada por “+”, tal que, dados a e b € K, (a+b) € K.

E definida uma operagao, denotada por “-”, tal que, dadosaeb € K, (a-b) € K.

Existe um elemento 0 € K, tal que, para cada a € K, (a + 0) = a.
Existe um elemento 1 € K, tal que, para cada a € K, (a-1) = a.

As seguintes relacoes de comutatividade sao validas:
(a+b)=(b+a)
(a-b)=(b-a)

. As seguintes relagoes de distributividade sao validas:

a+(b-c)=(a+0b) (a+c)

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

Para cada elemento a € K existe um elemento a € K, tal que
at+a=1

a-a=10

. Deve haver, pelo menos, um total de dois elementos a e b € K, tal que a # b.

4.3 Dualidade

Os postulados de Huntington sao apresentados em pares.

Em cada par, um postulado pode ser obtido através do outro, efetuando-se a troca das
operagoes “+” e “”, bem como dos elementos 0 e 1.

Cada teorema relacionado a algebra de Boole possui um teorema dual.

Ao usar a dualidade sobre a prova de um teorema, pode-se provar o seu dual.

AS.V.
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4.4 Lemas e teoremas fundamentais

Nessa secao, sao apresentados lemas e teoremas para a algebra de Boole.

Teoremas sao ferramentas para resolucao de problemas.

Lemas sao resultados intermediarios das provas dos teoremas.

Os lemas e os teoremas, apresentados a seguir, podem ser demonstrados a partir dos
postulados definidos anteriormente.

Lemas:

S B A o

Os elementos 0 e 1 sao Unicos.

Paracadaa € K, (a+a)=ace (a-a) = a.

Para cadaa € K, (a+1)=1e (a-0)=0.

Os elementos 0 e 1 sao distintos e 1 = 0.

Para cadaparaebe K, a+ (a-b) =aea-(a+b) =a,

O elemento @, definido no Postulado 6, é Uinico, para cada a € K.
Para cada a € K, a = (a).

Para quaisquer trés elementos a,bece€ K, a-[(a+0b)+c] = [(a+b)+¢]-a=a.

e Teoremas:

1.

Para quaisquer trés elementos a,b e ¢ € K,
a+(b+c)=(a+b)+c
a-(b-c)=(a-b)-c

Para cadaparae b € K,

a+ (@a-b)=(a+0b)

a-(@+b)=(a-b)

Para cadapara e b € K,

atb=a
a-b=a+
Para quaisquer trés elementos a,bece€ K, (a-b)+ (a-c)+ (b-¢c)=(a-b) + (a-c)

S o

4.5 Definicao de uma algebra de Boole concreta

K ={0,1}

0=1el1=0

(1-H)=(1+1)=(140)=(0+1)=1

(0+0)=(0-0)=(0-1)=(1-0) =0
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4.6 Outros exemplos de algebras de Boole concretas

e Teoria de conjuntos: a associacao entre a teoria de conjuntos e a algebra de Boole abstrata
¢ apresentada na Tabela [4.1]

e (Calculo proposicional: a associagao entre o calculo proposicional e a algebra de Boole
abstrata é apresentada na Tabela {4.2]

Teoria de Conjuntos H Algebra de Boole Abstrata

N

U +

S, 0

Su 1
a(9) g

Tabela 4.1: Tabela de mapeamento: Teoria de Conjuntos x Algebra de Boole.

Calculo Proposicional H Algebra de Boole Abstrata

VAN

vV +

F 0

T 1
~(S) g

Tabela 4.2: Tabela de mapeamento: Calculo Proposicional x Algebra de Boole.

4.7 Isomorfismo

e Sistemas que possuem estrutura definida pela mesma algebra abstrata sao ditos sistemas
isomorficos.

e Sistemas isomérficos podem ser mapeados uns nos outros.

e As operacoes realizadas em cada sistema isomorfico sao equivalentes e podem ser rela-
cionadas entre si.

4.8 Simplificacao algébrica de expressoes logicas

e Manipulacao algébrica das expressoes logicas a fim de reduzi-las a formas mais simples e,
conseqiientemente, reduzir o custo de sua implementacao.

e As ferramentas utilizadas sao os postulados, os lemas e os teoremas da algebra abstrata
com a qual se esteja trabalhando. Também podem ser empregadas as defini¢oes da algebra
concreta em questao.

e A manipulacao algébrica nao sistematica depende da habilidade do profissional e nao é
diretamente automatizavel.

AS.V.
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4.9 Exemplos de manipulacao algébrica nao sistematica

e As Equacoes e ilustram possiveis manipulacoes algébricas, nao sistemadticas, de

uma mesma equacgao logica, a fim de minimiza-la.

o | f4cil perceber que, dependendo das escolhas realizadas, ha uma grande diferenca no

esforgo dispendido.

e Além disso, nao ha qualquer garantia de que a expressao final seja a expressao minima,

ou de que a expressao minima sera alcancada.

0+(A-B)+(A-A-B)+(A-B-B)
0+ (A-B)+(0-B)+(A-0)

0+ (A-B)+ (B-0)+0

0+ (A-B)+0+0
(A-B)+0+0+0

(A-B)

P5
P5
L2/P6
P4/P3
L5
P5
P5
P6/P4
P6
P4/L3
L3
P4

P3/P3/P3
(4.1)
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!
[A-(B+B)]-(A+ B)
|
(A-1)- (A+ B)
!
A-(A+B)
!
(A-A)+(A-B)
l
0+ (A-B)
|
(A-B)+0
!
(4-B)

(A-B)

P5
P6
P3
P5
P6
P4

P3
(4.2)

| L2
| P4
| P5
| P6

| P3/P3

(4.3)

4.10 Manipulacao através do Diagrama de Venn

e Na tentativa de sistematizar o processo de simplificacao de uma expressao logica, pode-se
aproveitar o isomorfismo existente entre a Teoria de Conjuntos e o Calculo Proposicional.

e Mapeando-se as operagoes e os elementos dos dois sistemas, o Diagrama de Venn pode
ser usado na simplificacao de expressoes logicas que envolvam 2 ou 3 varidveis.

e Ainda assim, embora seja um processo sistematico, a etapa final da simplificacao através
do Diagrama de Venn exige habilidade para encontrar a expressao mais simples.

e Além disso, para expressoes que envolvam mais variaveis, o processo torna-se complexo e

confuso.

e Portanto, devem ser utilizadas ferramentas mais eficientes, as quais serao tratadas a seguir.
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4.11 Resumo das relacoes algébricas

As Tabelas [4.3] - [4.7] apresentam um resumo das relagoes algébricas abordadas neste capitulo:
os postulados, os lemas, os teoremas, a definicao de uma algebra de Boole concreta e os iso-
morfismos.

Postulados de Huntington
P3 {“*O -
= a
a+b = (b+a)
P4 { = (-0
- = @i+
b—l—c (@a-b)+ (a-c)
P6 {a” !
a-a = 0

Tabela 4.3: Resumo dos postulados de Huntington para a dlgebra de Boole abstrata.

Lemas

L {a—l—a = a

a-a = a

a+1 =1
L3 {a~0 = 0

0 =1
L4 {6 —

a+(a-b) = a
Lo {a-(a—I—b) = a
L7 {a = (@)
L8 {a-[latb)+c = [(a+b)+c-a = a

Tabela 4.4: Resumo dos lemas da algebra de Boole abstrata.
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Teoremas
a+(b+c) = (a+b)+c
at (@b = (a+
12 {a-(a+b) — (a-)
(a+b) = a-b
13 { (a-b) = a+b
T4 { (a-b)+@-c)+((b-¢c) = (a-b)+(a-c)
(a+b)-(@+c)-(b+c) = (a+b)-(a+c)

Tabela 4.5: Resumo dos teoremas da algebra de Boole abstrata.

Algebra de Boole Concreta

Elementos {K ={0,1}
0 =1
Complementos {6 —
. 1-1 = 141 = 140 = 041 =1
Identidades {0+0 — 0.0 0-1 = 1-0 =

Tabela 4.6: Resumo da definicao de uma algebra de Boole concreta.

Isomorfismos
Teoria de Conjuntos | Calculo Proposicional | Algebra de Boole Concreta
U V +
N AN .
Sy F 0
Su T 1
C(S) —(9) S

Tabela 4.7: Resumo das relagoes de isomorfismo.

AS.V.



4.12. Exercicios propostos 25

4.12 Exercicios propostos

1.

Considerando o isomorfismo do Calculo Proposicional com a Algebra de Boole Concreta
Binaria:
(a) Provar que os postulados, os lemas e os teoremas, da Algebra Abstrata de Boole, se
aplicam para o Célculo Proposicional.

(b) Para cada um dos operadores 16gicos (unério e bindrios), escrever sua Tabela Verdade
usando a notacao da Algebra de Boole.

. Para uma fungao genérica de duas variaveis, montar sua Tabela Verdade e identificar, em

um Diagrama de Venn correspondente, cada uma das possibilidades da tabela.

Para uma fungao genérica de trés variaveis, montar sua Tabela Verdade e identificar, em
um Diagrama de Venn correspondente, cada uma das possibilidades da tabela.

Para os exercicios listados abaixo, considerar as equacoes logicas apresentadas em seguida.

(a) Escrever as equagoes booleanas referentes as equagoes logicas fornecidas.

(b) Montar a Tabela Verdade para cada uma das equagoes 16gicas fornecidas, usando a
notacao da Algebra de Boole.

(c¢) Aplicando os postulados, os lemas e os teoremas, da Algebra Abstrata de Boole, apre-
sentar uma simplificacao para as equacoes booleanas referentes as equacgoes logicas
fornecidas.

(d) Utilizando o Diagrama de Venn, apresentar uma simplificagdo para as equagoes
booleanas referentes as equagoes logicas fornecidas.

Equacoes logicas:

i. F(A,B)=(AVB)A(AV-B)A(-AV B).

ii. F(A,B)=(mAVB)AN(AV-B)A(-AV-B).

ili. F(A,B)=(AAN-B)V(-AANB)V(ANAB).

iv. F(A,B)=(-AAN-B)V (mAANB)V(AAN-B).
(

v. F(A,B,C,D) = (AV B) A (=(C AD)).
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Capitulo 5

Formas padroes para representacao de
expressoes booleanas

5.1 Introducao

O projeto de sistemas digitais convencionais envolve a implementacao de equagoes légicas.

Equagoes logicas expressas por uma algebra de Boole sao denominadas equagoes booleanas.

A minimizacao do custo de implementacao de um projeto esté associada a simplificacao
de suas equacgoes booleanas.

Um processo eficiente de simplificacao deve ser simples de se entender, ficil de se operar,
de rapida execucao e completamente sistematico, a fim de permitir sua automatizagao.

Os processos sistematicos de simplificacao que serao apresentados adiante trabalham sobre
uma fungao expressa em formas padroes.

Assim, para que se possa usar tais ferramentas de projeto, expressoes booleanas genéricas
devem ser inicialmente expandidas para tais formas.

As formas padroes basicas sao as decomposicoes em mintermos e maxtermos.

As demais formas padroes surgem como resultado de manipulacoes das formas padroes
bésicas.

Conjuntos de formas padroes:

— Grupo AND-OR — AND-OR , NAND-NAND, OR-NAND, NOR-OR.
— Grupo OR-AND — AND-NOR, NAND-AND , OR-AND , NOR-NOR.
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5.2 Definicoes

Literal: variavel 16gica booleana ou seu complemento.
Termo produto: série de literais relacionados pelo operador AND.
Termo soma: série de literais relacionados pelo operador OR.

Termo normal: termo produto ou termo soma onde nenhum literal aparece mais de uma
vez.

— Uma vez que (A-A) = (A+A) =A (A+A) =1e (A-A) =0, conclui-se que
multiplas ocorréncias de um literal em um termo soma ou em um termo produto
acarretam: i) redundancia ou ii) funcoes triviais.

— Portanto, pode-se dizer que, para fins de simplificacao, a forma normal é a melhor
forma de representacao.

Soma de produtos (SOP): combinacao de termos produto através do operador OR.
Produto de somas (POS): combinacao de termos soma através do operador AND.
Soma de produtos normal: SOP onde os termos produto sao termos normais.
Produto de somas normal: POS onde os termos soma sao termos normais.

Forma normal expandida: forma normal (SOP ou POS) onde cada termo contém todos
os literais envolvidos na expressao booleana.

— Em uma forma SOP normal expandida, os termos produto sao chamados de:
produtos padroes, produtos canénicos ou mintermos.

— A forma SOP normal expandida recebe as seguintes denominacoes: SOP padrao,
SOP canonica, soma de mintermos, decomposicao em mintermos ou forma normal
disjuntiva completa.

— Em uma forma POS normal expandida, os termos soma sao chamados de: somas
padroes, somas canonicas ou maxtermos.

— A forma POS normal expandida recebe as seguintes denominacoes: POS padrao,
POS canonica, produto de maxtermos, decomposicao em maxtermos ou forma
normal conjuntiva completa.

AS.V.
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e Exemplos da definicao de mintermos e maxtermos, para trés variaveis, sao apresentados

na Tabela [5.1] e na Tabela[5.2] respectivamente.

’ Linha H
0

| B

H Produto H Mintermo

Al B|C
0]101]0
01011
0] 11]0
0|11
110710
11011
1111]0
1111

|| O | WIN| =

FAPNENENCR (N ENEN

| | o o] | | S|

glalalalglalaly
3

Tabela 5.1: Defini¢do de mintermos para trés varidveis (A,B,C).

’ Linha H A ‘ B ‘ C H Soma H Maxtermo ‘
0 0[0[0[[(A+B+C) | My (ou My)
1 0/0]1](A+B+C) | M (ou M)
2 0110 (A+B+C) | M (ou Ms)
3 01 ]1[](A+B+C) | M; (ou My
4 100 (A+B+C) | My (ou M,)
5 101 (A+B+C) | Ms (ou M,)
6 110 (A+B+C) | Mg (ou M)
7 1[1]1](A+B+C) | My (ou M)

Tabela 5.2: Definicao de maxtermos para trés varidveis (A,B,C).

5.3 Obtencao de formas SOP e POS padroes

Dada uma expressao booleana qualquer, pode-se obter uma forma padrao (SOP ou POS) através
dos seguintes procedimentos: manipulagao algébrica e utilizacao de tabela verdade. Ambos sao
abordados a seguir.

5.3.1 Manipulacao algébrica

e Para se obter uma forma normal:
— Inicialmente, se houver negacao de algum termo que nao seja um literal, deve-se
aplicar o teorema de DeMorgan.

— Quando houver negacao apenas de literais, deve-se aplicar, repetidamente, as regras
de distributividade.

— Finalmente, deve-se eliminar literais e/ou termos redundantes ou triviais.
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Capitulo 5. Formas padroes para representacao de expressoes booleanas

e Para se obter a forma normal expandida:

— Primeiro, deve-se inserir os literais faltosos nos termos normais. Isso € feito aplicando-
se os postulados, os lemas e os teoremas da algebra de Boole sobre a forma normal.

— Em seguida, deve-se eliminar literais e/ou termos redundantes ou triviais.

e Um exemplo do procedimento para a obtencao de uma forma POS padrao é apresentado

na Equacao (b.1)), para F' = f(A, B,C, D).

= (A+B+C+0)-(A+B+C+0)-(0+B+C+D)-(0+B+C+D)
= [A+B+C+(D-D)-[A+B+C+(D-D)-
(A-A)+B+C+D]-[(A-A)+B+C+D]
(A+B+C+D)-(A+B+C+D) - (A+B+C+D)-
(A+B+C+D)- (A+B+C+D)-(A+B+C+D)-
(A+B+C+D)A+B+C+D)
(A+B+C+D)-(A+B+C+D) - (A+B+C+D)-
(A+B+C+D)- (A+B+C+D)-

(A+ B+C+ D) A+B+C+D)

\_/\_/\/\_/\_/\_/

= []Mm(0.1,2,3,11,7,15) (5.1)
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(5.2)

5.3. Obtencao de formas SOP e POS padroes

f(A,B,C, D).

e Um exemplo do procedimento para a obtencao de uma forma SOP padrao é apresentado
na Equagao (5.2)), para F

F = (A+B)-(C-D)
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o O Gl
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SR TRRRR AR
0 S0 LR O O
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SRR ERERERRERLIE
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CRICK
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(A+B)
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= ) m(13,12,9,8,5,4,14,10,6)
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32 Capitulo 5. Formas padroes para representacao de expressoes booleanas

5.3.2 Utilizacao de tabela verdade

A partir de uma tabela verdade, pode-se obter diretamente as formas padroes na forma de
decomposicao em mintermos ou maxtermos. Ambas as formas sao discutidas a seguir.

Decomposicao em mintermos

e Dada uma expressao booleana, pode-se montar uma tabela verdade que a represente,
como demonstrado na Tabela , para uma funcao X = f(A, B,C).

|

—l=lololrl—lolo|ll

olo|lol—|lolololo| X

‘ Y3 H Linha H Légica H Mintermo ‘
0

e i Rl =l E=] R =] R==]| I\
Rl oo~ |lol~o|]
o|l—lo|l—|olo|~lo|x
olo|lolololo|l o<

0
0
0
0
0
0
1
0

REEERRRER
| | o W | | | W
QA9 QlQlalY

S N e e e e N —
w

N[O O = | W DN —

Tabela 5.3: Exemplo de funcao e associacao de mintermos.

e Da Tabela[5.3] pode-se escrever que

Yi = fi(A,BC) = (z'E'C) =
Y, = f2(A737C> - (AEE) = my
Yo = BABC) = (ABC) = m

e que X = (A, B,C) = (Y1) + (¥a) + (Yy).

e Pelas defini¢coes apresentadas, as funcoes auxiliares Y;—Y3 sao mintermos e a funcao X
pode ser descrita pela forma SOP padrao X = my +my +mg = >_m(1,4,6).

e Analisando-se as funcoes auxiliares Y, pode-se observar que, para cada combinacao das
variaveis, apenas um dos termos produto apresenta um valor légico 1, enquanto todos os
outros assumem o valor l6gico 0. Essa é a razao pela qual tais termos sao denominados
produtos canonicos ou mintermos.

e Uma vez que toda expressao booleana é completamente representada por uma tabela
verdade e, a partir da tabela verdade, sempre é possivel se obter uma forma SOP padrao,
pode-se enunciar o teorema a seguir.

e Teorema: Qualquer expressao booleana de N varidveis, y = f(x1, 29, -, xy), pode ser
expressa por uma forma SOP padrao.
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Decomposicao em maxtermos

e Dada uma expressao booleana, pode-se montar uma tabela verdade que a represente,
como demonstrado na Tabela para uma funcio X = f(A, B,C).

’ A \ B \ C H X H 7 \ Zy \ Zs \ Zy \ Zs H Linha H Légica H Maxtermo ‘
ofJoJo] o JoJi1J1]1]1 0 [[(A+B+0C) [ My (ou My)
0011 1 1|1 ]1]1]1 1 (A+ B+ C) | My (ou M)
0/1]0f o0 101 ]1]1 2 (A+B+C) | My (ou M)
01 ]1] o 11011 3 [ (A+B+0C) | Ms(ou My)
1100 1 11111 4 (A+B+C) | My (ou M)
tjof1] o [[1[1]1]o0]1 5 |[[(A+B+C) | Ms (ou M,)
1|10 1 11 ]1]1]1 6 || (A+B+C) | Mg (ou M)
111 o [[1[1]1]1]0 7 [ (A+B+0C) | M; (ou My)

Tabela 5.4: Exemplo de funcao e definicao de maxtermos.

e Da Tabela pode-se escrever que

eque X = f(A, B,C) = (Zy) - (Zs) - (Z3) - (Z4) - (Zs).

e Pelas definigoes apresentadas, as fungoes auxiliares Z;—Z5 sao maxtermos e a funcao X
pode ser descrita pela forma POS padrao X = M- My - M3 - M5 - M, = [[ M(0,2,3,5,7).

e Analisando-se as fungoes auxiliares Z, pode-se observar que, para cada combinacao das
variaveis, apenas um dos termos soma apresenta um valor légico 0, enquanto todos os
outros assumem o valor légico 1. Essa é a razao pela qual tais termos sao denominados
somas canonicas ou maxtermos.

e Uma vez que toda expressao booleana é completamente representada por uma tabela
verdade e, a partir da tabela verdade, sempre é possivel se obter uma forma POS padrao,
pode-se enunciar o teorema a seguir.

e Teorema: Qualquer expressao booleana de N varidveis, y = f(x1, 2, -+, xy), pode ser
expressa por uma forma POS padrao.
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5.4 Conjuntos de formas padroes

Uma expressao booleana pode ser representada por um total de oito formas padroes.
Uma soma de mintermos ¢é identificada como uma forma AND-OR.
Um produto de maxtermos é identificado como uma forma OR-AND.

A partir da forma AND-OR, pode-se obter o seguinte grupo de formas padroes: AND-OR,
NAND-NAND, OR-NAND, NOR-OR.

A partir da forma OR-AND, pode-se obter o seguinte grupo de formas padroes: OR-AND,
NOR-NOR, AND-NOR, NAND-AND.

Dentro de um mesmo grupo, as formas podem ser obtidas através da aplicacao sucessiva
dos Teoremas de DeMorgan.

A mudancga de grupo pode ser realizada aplicando-se a regra de distributividade entre as
formas AND-OR e OR-AND.

As Tabelas (5.5)—(5.7), exemplificam, para a fun¢ao XOR, a obtengao do grupo AND-OR,
a mudanga de grupo e a obtencao do grupo OR-AND, respectivamente.

Partindo-se da tabela verdade, pode-se obter diretamente algumas formas:

— A soma de mintermos da funcao fornece a forma AND-OR.
— O produto de maxtermos da funcao, fornece a forma OR-AND.

— A soma de mintermos da fun¢ao complementar, fornece a forma AND-NOR

(grupo OR-AND).

— O produto de maxtermos da funcao complementar, fornece a forma OR-NAND
(grupo AND-OR).

Assim, uma outra técnica para mudanga de grupo é montar a tabela verdade da fungao,
a partir de uma dada forma. De posse da tabela verdade, pode-se obter uma forma do
outro grupo.

O projeto e a analise de circuitos digitais convencionais sao baseados na formagao, na
manipulagao e na implementacao de fungoes logicas booleanas. Por dois motivos basicos,
as formas AND-OR e OR-AND sao as formas mais utilizadas na representacao de tais
funcoes. Primeiro, ela sao diretamente obtidas no processo de especificacao do problema.
Segundo, elas sdo mais proximas da forma como se processa o pensamento (expressao
légica) do ser humano.

Por outro lado, as formas NAND-NAND e NOR-NOR séao as formas basicas de operagao
dos circuitos eletro-eletronicos usados para implementar as fungoes logicas booleanas.

Portanto, transformacoes entre tais formas sao freqiientemente realizadas.

As formas padroes possuem dois grandes atrativos. Por um lado, e de uma forma geral,
elas apresentam o menor retardo de operagao, uma vez que sao compostas apenas por
dois planos de légica. Além disso, elas s@o o ponto de partida para um processo de
simplificacao sistematico e eficiente, conforme sera abordado em seguida.
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’ Expressao boolena H Forma padrao ‘
F(A,B) = A® B

- (Z . B) + (A . E) AND-OR

= (A-B)+(A-B)

= (A-B)-(A-B) = (A1B)1(A1B) || NAND-NAND
= (A+B)-(A+B) = (A+B)1(A+B)| OR-NAND
— (A+B)+(A+B) = (AlB)+(@ALB)| NOROR

— (X . B) + (A . E) AND-OR

Tabela 5.5: Exemplo da obtengao do grupo AND-OR para a fungao XOR.

F(A,B) = AeB

_ 4B+ (A-B)

= [(4-B) +A] - [(4-B) + D]
[(A+4) - (B+A)]-[(A+B) - (B +B)]
[(1)-(B+A)]-[(A+B)-(1)]

= (B+A)- (A+ B)

= (A+B)-(A+ B)

Tabela 5.6: Exemplo da mudanga de grupo para a funcao XOR.

’ Expressao booleana H Forma padrao ‘
F(A,B) = A® B

= (A+B)-(A+B) OR-AND

— ([@+B)-(A+B)

= (A + B) (A+B) = (A|lB)|(A]B)| NOR-NOR
“(AB) = (A-B)|(A.B) | AND-NOR

= (A B) (A B) = (A1B)- (Z T E) NAND-AND

= (A+B)-(A+B) OR-AND

Tabela 5.7: Exemplo da obteng¢ao do grupo OR-AND para a fungao XOR.
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5.5 Exercicios propostos

1. Para os exercicios listados abaixo, considerar as equacoes booleanas apresentadas em
seguida.

Equagoes boolenas:
i F(A,B,C)={B-[(A-0)+(A-O)} + {B+[(A+0) - (A+C)}.
ii. F(A,B,C)= {[(A+B)+C} : [ZJF (B+U)]}.
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Capitulo 6

Simplificacao algébrica de expressoes
booleanas

6.1 Operacoes basicas para a simplificacao sistematica
de expressoes booleanas

No processo sistematico de simplificacao algébrica de expressoes booleanas, duas operagoes sao
fundamentais: a aglutinacdo e a replicacao, as quais sao definidas nas Equacoes e (6.2),
respectivamente. Da Algebra de Boole, a aglutinacao utiliza os Postulados 5, 6 e 3, enquanto
a replicacao emprega o Lema 2.

. [ (A-B)+(A-B) = A.-(B+B) = A-1 = A
Aglutma@ao{ (A+B)-(A+B) = A+(B-B) = A+0 = 4 O
. A=A+ A+ A +
Rephcagao{ A - A - A . A . (6.2)

6.2 Simplificacao de expressoes booleanas a partir das
formas padroes SOP e POS

As formas AND-OR (SOP) e OR-AND (POS) apresentam duas grandes vantagens: a facilidade
de descricao do problema e a quantidade de planos logicos utilizados na sua implementacao.
Porém, nem sempre tais formas estao em sua expressao mais simples, pois, nestes casos, apre-
sentam redundancias.

A aplicacao das operagoes de aglutinacao e de replicacao em fungoes logicas expressas nas
formas padroes SOP e POS é a base para um processo sistematico de simplificacao.

6.2.1 Uso da aglutinagao

A propriedade de distributividade mostra que, se dois termos diferem de apenas um literal
(A e A), eles podem ser fatorados. Surgem, desse modo, combinagoes do literal com seu
complemento. Tais combinagoes geram valores légicos 0 ou 1, os quais podem ser eliminados

da expressao. Isto é exemplificado nas Equagoes (6.1]) , (6.3)) e (6.4)).
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F(A,B,C) =

g
3
™S
2

|
R RETRER S
N QT
Ql - :§

Ql al Al

o~ o~ o~ — o~ —
~— ~— ~—

—_

~—

(6.3)

F(A,B.C) = [](.4)
= MO'M4
= (A+B+C)-(A+B+C)
= [A+(B+0O)-[A+(B+0O))
(A-A)+ (B+0O)
(0)+ (B+C)
(B+C) (6.4)

6.2.2 Uso da replicacao

A operagao de replicacao possibilita que um mesmo termo seja combinado com diversos ou-
tros, para que se possa obter simplificacoes através da aglutinacao. Isto é exemplificado na
Equagao ([6.5)).

F(A,B,C) = > m(0,1,2)
= mgy+mp+me
= (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)

= m0+m1+m2+m0

= (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)

= [(A-B-C)+(A-B-O)+[(A-B-C)+(A-B-C)]

= [(4-B)-(C+C)+[(A-0)- (B+B)

= (A-B)+(4.0)

— A-(B+0) (6.5)
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6.3 Eliminacao sistematica de literais

Aplicando-se as operacoes de aglutinacao e de replicacao as formas padroes SOP e POS,
varios literais podem ser eliminados.

e A quantidade de literais eliminados depende do niimero de termos combinados e da con-
figuracao de literais em cada termo.

e Eliminacao de 1 literal: exceto 1 literal, o qual sera eliminado, todos os demais literais
sao idénticos em uma combinagao de 2 termos normais.

e Eliminacao de 2 literais: exceto 2 literais, os quais serao eliminados, todos os demais
literais sao idénticos em uma combinacao de 4 termos normais.

e Eliminacao de 3 literais: exceto 3 literais, os quais serao eliminados, todos os demais
literais sao idénticos em uma combinacao de 8 termos normais.

e Eliminacao de N literais: exceto N literais, os quais serao eliminados, todos os demais
literais sao idénticos em uma combinacao de 2V termos normais.

e A titulo de exemplo, a Tabela apresenta a tabela verdade para fungoes de 3 variaveis.

e Para tais fungoes, as Figuras [6.1] e [6.2] ilustram as possibilidades de eliminagao de 1 e 2
literais em combinagoes de 2 e 4 mintermos, respectivamente.

e Por sua vez, as Figuras[6.3] e [6.4] ilustram as possibilidades de eliminacao de 1 e 2 literais
em combinacoes de 2 e 4 maxtermos, respectivamente.

] Linha H
0

| B ]

| F(A,B,C) |
Fy
Fy

C
0
1
0 Fy
1
0
1
0
1

F
Fy
F
Fs
k7

A| B
010
010
0|1
0|1
110
110
111
111

|| O | W N~

Tabela 6.1: Tabela verdade para funcoes de 3 variaveis.
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Figura 6.1: Eliminagoes de 1 literal em combinacoes de 2 mintermos.

mo+my+my+ms=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)=(B)
mo+mo+my+meg=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)=(C)
my+ms+ms+m;=(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)=(C)

Figura 6.2: Eliminagoes de 2 literais em combinacoes 4 de mintermos.

AS.V.



6.3. Eliminacao sistematica de literais

41

My -My=(A+B+C
My -Ms=(A+B+C
My-Ms=(A+B+C
Mg-M; =(A+B+C
My-My=(A+B+C
My -Ms=(A+B+C
My -Mg=(A+B+C
Ms-M;=(A+B+C
My -My=(A+B+C
M;-Ms=(A+B+C
My -Mg=(A+B+C
Ms-M;=(A+B+C

P

e e N N

o~~~

A+B+C)=(A+B)
A+ B+C)=(A+B)
A+B+C)=(A+B)
A+B+C)=(A+B)
A+B+C)=(A+0)
A+B+C)=(A+C)
A+B+C)=(A+0)
A+B+C)=(A+0)
A+B+C)=(B+C)
A+B+C)=(B+C)
A+B+C)=(B+0)
A+B+C)=(B+C)

Figura 6.3: Eliminagoes de 1 literal em combinacoes de 2 maxtermos.

M5 =(A+B+C)
-M;=(A+B+C)

-M;=(A+B+C)

“M3=(A+B+C)- (A+B+C)- (A+B+0C)(
M;=(A+B+0C)-(A+B+C)-(A+B+0C)-(

A
A
(A+B+C)-(A+B+C)- (A
(A+B+C)-(A+B+C)- (A
(A+B+0)-(A+B+0)-(A
(A+B+C)-(A+B+0)-(A
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+ +
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+ +

+ +

Qo agl
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Figura 6.4: Eliminacoes de 2 literais em combinacoes 4 de maxtermos.
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6.4 Expressao minima

Por dois motivos basicos, serao consideradas apenas as expressoes com dois planos de logica
(AND-OR ou OR-AND): i) tempo de resposta e ii) existéncia de procedimentos sistematicos
de minimizacao para tais expressoes.

Uma expressao com dois planos de légica sera considerada minima se nao existir outra
expressdo: 1) com um numero menor de termos e ii) nao existir outra expressdo com mesmo
nimero de termos, porém com um numero menor de literais.

Assim sendo, embora a expressao da Equacao seja menor do que aquela da Equacao (6.7),
esta ultima serd considerada a expressao minima para o processo de minimizacao descrito a
seguir.

F(A,B,C,D) = > m(5,6,9,10,13,14)
= (A+B)-(C-D+C-D) (6.6)

F(A,B,C,D) = Y m(5,6,9,10,13,14)
= (A-C-D)+(A-C-D)+(B-C-D)+(B-C-D) (6.7)

Com base nessa defini¢cao de forma minima, uma determinada fungao légica pode ter diversas
expressoes minimas equivalentes.

Além disso, nao se pode garantir que, para uma dada funcdo, a expressao minima seja da
forma SOP ou da forma POS. E necessario minimizar ambas as formas e escolher a menor delas.

6.5 Processo sistematico de minimizagao

O ponto de partida do processo é expressar a funcao l6gica na sua forma méxima (ou mais
completa ou mais extensa): a forma SOP padrao ou a forma POS padrao.

Em seguida, a operacao de aglutinacao ¢é aplicada sucessivamente. Sempre que possivel, a
operacao de replicagao deve ser empregada, para maximizar a simplificacao das expressao.

Quando mais nenhuma aglutinacao puder ser efetuada, a expressao restante serd, natural-
mente, a expressao definida anteriormente como minima.

No caso da existéncia de diversas formas minimas equivalentes, deve-se aplicar algum critério
extra para a escolha final.

O processo em questao ainda apresenta um certo grau de subjetividade: a escolha dos termos
a serem replicados e a escolha dos termos a serem aglutinados.

A fim de tornar o processo de minimizacao ainda menos subjetivo, pode-se realiza-lo nao
diretamente sobre as equacoes, mas, alternativamente, sobre uma forma pictorica de represen-
tacao ou através de um procedimento computacional. As alternativas comumente empregadas
sao o Mapa de Karnaugh e o Algoritmo de Quine-McCluskey.
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6.6 Implicantes e implicados

Quando uma funcao é expressa na forma AND-OR, cada termo produto é denominado de
implicante (implicant). O nome se deve ao fato de que, caso o termo produto (implicante)
assuma o valor logico 1, isso implicara em um valor 16gico 1 para a funcao.

No caso de uma SOP padrao, os implicantes sao os proprios mintermos. Caso contrario,
eles sao o resultado de simplificagoes provenientes de combinacoes de mintermos.

A Equacao apresenta um exemplo de implicantes. Na primeira expressao, ela apresenta
3 implicantes, que sao os mintermos responsaveis pelas 3 combinagoes logicas de literais que
fazem a funcao assumir o valor légico 1. A segunda expressao apresenta 2 implicantes. O
primeiro deles, sendo uma combinacao de 2 mintermos, representa 2 combinacoes logicas de
literais capazes de produzir um valor légico 1 para a funcao. O segundo deles, sendo um dos
mintermos, representa a terceira combinacao logica de literais capaz de produzir um valor légico
1 para a funcao.

B- 5) (A-E-C)+(A-B-C)
B)+(A-B-C) (6.8)

Quando uma funcao é expressa na forma OR-AND, cada termo soma é denominado de
implicado (implicate). O nome se deve ao fato de que, caso o termo soma (implicado) assuma
o valor légico 0, isso implicard em um valor logico 0 para a funcao.

No caso de um POS padrao, os implicados sao os proprios maxtermos. Caso contrario, eles
sao o resultado de simplificagoes provenientes de combinacoes de maxtermos.

A Equacao apresenta um exemplo de implicados. Na primeira expressao, ela apresenta
3 implicados, que sao os maxtermos responsaveis pelas 3 combinacoes légicas de literais que
fazem a fungao assumir o valor logico 0. A segunda expressao apresenta 2 implicados. O
primeiro deles, sendo uma combinacao de 2 maxtermos, representa 2 combinagoes logicas de
literais capazes de produzir um valor légico 0 para a funcao. O segundo deles, sendo um dos
maxtermos, representa a terceira combinacao légica de literais capaz de produzir um valor 16gico
0 para a fungao.

F(A,B,C) = > m(
(A.
(A-

F(A,B,C) = [[M(2.3,5)
= (A+B+C)- (A+B+C) - (A+B+0)
(A+B)-(A+B+C) (6.9)
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6.7 Exercicios propostos

1. Para os exercicios listados abaixo, considerar as equacoes booleanas apresentadas em
seguida.

(a) Algebricamente, obter a forma SOP padrao da equagao fornecida.
(b

)

) Algebricamente, obter a forma SOP minima, a partir da SOP padrao.
c) Algebricamente, obter a forma POS padrao da equagao fornecida.
)
)

(
(d) Algebricamente, obter a forma POS minima, a partir da POS padrao.
(e) Apresentar a expressao minima para funcao.

Equagoes boolenas:
i. F(A,B,C)={B-[(A-C)+(A-O)]}+{B+[(A+C)-(A+O)]}.
ii. F(A,B,C) = {[(A+B)+o} : [Z+ (B+U)]}.
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Capitulo 7

Mapa de Karnaugh

7.1 Introducao

O mapa de Karnaugh (mapa-K) é mais uma das possiveis expressoes de uma fungao
logica, além de uma equagao légica genérica, uma equacao booleana genérica, uma forma
do grupo SOP, uma forma do grupo POS, uma forma padrao do grupo SOP, uma forma
padrao do grupo POS, uma lista de mintermos, uma lista de maxtermos e uma tabela
verdade.

e Além de representar uma simples expressao para uma funcao logica, o mapa-K pode ser
usado como ferramenta para a minimizacao da equagao que a define.

e Ele pode ser interpretado como uma tabela verdade rearranjada ou como uma represen-
tagao andloga ao Diagrama de Venn.

e Para cada linha da tabela verdade de uma funcao logica booleana é associada uma posi¢ao
no mapa.

e Uma vez que cada linha da tabela verdade é associada a um mintermo ou a um maxtermo,
a cada um deles também ¢ associada uma posicao do mapa.

e A fim de que o mapa seja empregado no processo de simplificacao de funcgoes logicas
booleanas, ele deve ser arranjado da seguinte forma:

— Deve existir uma localizacao tinica no mapa para cada combinacao das variaveis das
quais a funcao légica é dependente.
— Aslocalizagoes devem ser arranjadas de tal forma que grupos de mintermos/maxtermos

possam ser facilmente combinados em formas reduzidas.

e Devido a uma limitacao pratica, sao construidos mapas-K para funcoes logicas de até 6
variaveis.

e Para fungoes légicas com um nimero superior a 6 variaveis, pode-se utilizar um algoritmo
de minimizacao, tal como o algoritmo tabular de Quine-McCluskey.
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46 Capitulo 7. Mapa de Karnaugh

7.2 Construcao do mapa-K

7.2.1 Funcoes de 1 variavel

[Linha [ A F(4)]
0 0 Ey
1 1 F

Tabela 7.1: Tabela verdade para funcgoes de 1 variavel.

Al A
AIAT T RTA]

Al A

AR mR)

Figura 7.1: Exemplos de mapas de Karnaugh para funcoes de 1 variavel.
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7.2.2 Funcgoes de 2 variaveis

| Linha | A| B | F(A,B) |
0 [ofo Fy
1 [o]1 £y
2 [[1]O0 Fy
3 11 Fy

Tabela 7.2: Tabela verdade para funcoes de 2 variaveis.

A OAl
§§0§2<—>BOFOF2
1]°3 1R | F
B | B OBl
ﬁg()?(—)AOFOFl
21°3 1| K| F
A A
B|B|B|B «— AB|AB|AB|AB
(R | B | B[R] | K | R | B B
B B
Al A|A|lA «—— BA|BA|BA|BA
Ry | B | F5 | By | R | B | B | R

Figura 7.2: Exemplos de mapas de Karnaugh para fungoes de 2 variaveis.

00

AB

01

11

10

Kz

Fy

Fy

00

B
01

A
11

10

B2

Fy

Fy

P
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48 Capitulo 7. Mapa de Karnaugh

7.2.3 Funcoes de 3 variaveis

’ Linha H
0

| B]

| F(A,B,C) |

A|B|C
01010
0[0]1
0]11]0 £
0111
1100
11071
1711]60
1111

~| O O = | W DN —

Tabela 7.3: Tabela verdade para funcoes de 3 variaveis.

A A AB
_EBBEH_ZEZBABAEH 00]01]11]10
C|F, | F|F|F, C| F, | i | F; | Fy C O|F | F|F]| Fy
C|F|F|F|F; C| FR | Fs | F» | F; 1| A | K| F | Fs

B B BA
_ZAAXH_FZFABABZH 00]01]11]10
C|F | F|F|F, C| F, | i, | F; | Fy C 0|F | F|F|F
C|F|F|F|F; C| FR | F; | F» | F; 1| A | F|F | F

Figura 7.3: Exemplos de mapas de Karnaugh para funcoes de 3 variaveis.
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7.2.4 Funcgoes de 4 variaveis

| Linha | A|B|C|DJ F(A,B,C,D) |
0 0(0f0]oO Iz
1 0l0l0 1 I
2 olo[L]O Iz
3 0lo0 11 Iz
1 0[1]0]0 F,
5 o101 I
6 o110 L
7 01 ]1]1 I
8 1000 I
9 1]o]o0]1 Iz
0 [[1]0[1]0 o
11 |1]0]1]1 I8
2 [1]1]0]0 Fi
3 [[1]1]0]1 I
4 [1[1]1]0 F
5 | 1]1]1]1 Fis

Tabela 7.4: Tabela verdade para funcoes de 4 varidveis.
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A A
B|B| B | B AB|AB|AB|AB
C D|F | F | Fsy| Fs CD| Fy, | Fy | Fio | Fs
DI F | F| Fsl| Fy CD| F, | F5 | Fi3 | F,
C D|Fy|Fr| Fis | Fy CD| F3 | F; | Fi5 | Iy
D | Fy | Fg | Fisa | Fio CD| B Fs | Fiy | Fio

00 | Fo | Fy | Fio | Fy
CD 01| | Fs| Fiz | Fy
10 | Fy | Fg | Fiy | Fio

Figura 7.4: Exemplos de mapas de Karnaugh para fungoes de 4 variaveis.

7.3 Preenchimento do mapa-K

e Cada uma das localizacoes do mapa é associada a cada uma das combinacoes das variaveis
das quais a funcao é dependente.

e Isso equivale a dizer que cada uma das localizacoes do mapa é associada a uma linha da
tabela verdade da funcao.

e Logo, cada uma das localizagoes do mapa ¢ preenchida com o respectivo valor légico da
fungao (0 ou 1).

e Para montar e simplificar uma forma SOP, deve-se manter os valores légicos 1 (mintermos)
no mapa e ignorar os valores légicos 0 (maxtermos).

e Para montar e simplificar uma forma POS, deve-se manter os valores 16gicos 0 (maxter-
mos) no mapa e ignorar os valores légicos 1 (mintermos).

7.4 Mapa-K como forma de expressao de funcao booleana

Uma funcao de variaveis booleanas pode ser expressa por uma equagcao genérica, por uma forma
do grupo SOP, por uma forma do grupo POS, por uma forma padrao do grupo SOP, por uma
forma padrao do grupo POS por uma lista de mintermos, por uma lista de maxtermos e por
uma tabela verdade.

Além de ser usado como ferramenta de minimizagao, o mapa-K pode ser visto como mais
uma alternativa de representacao para fungoes booleanas.

As transformagoes entre: i) uma equagao genérica, ii) uma forma dos grupos SOP ou POS e
iii) uma forma padrao dos grupos SOP ou POS, envolvem manipulacao algébrica das equagoes.

Por outro lado, as transformacoes realizadas entre uma lista de mintermos ou maxtermos,
uma tabela verdade, um mapa-K e as demais representacoes, envolvem catalogagao direta.

Portanto, partindo-se de uma dada forma de representacao, pode-se facilmente obter todas
as demais, independentemente do tipo de mapeamento utilizado.
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Um exemplo de tais relacionamentos pode ser obtido a partir da fungao dada por

F(A,B,C) = (Z+ (B+C)) . (7.1)
Ap6s alguma manipulagao algébrica, a Equacao ([7.1) pode gerar a forma POS

F(A,B,C)=(A)-(B+C) (7.2)
e a forma SOP

F(A,B,C)=(A-B)+(A-C). (7.3)

Expandindo-se os termos das Equagoes (7.2) e ([7.3), obtém-se, respectivamente, a forma
padrao POS

F(A,B,C) = (A+B+C)- (A+B+C)- (A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+0)
= []2(0,1,2,34) (7.4)

e a forma padrao SOP

F(A,B,C) = (A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-0)
= Zm(5,6,7). (7.5)

Por sua vez, a tabela verdade referente a Equagao ([7.1)) é apresentada na Tabela ﬂ

’ Linha H A ‘
0

| C | F(A,B,C) |

B
0
0
1
1
0
0
1
1

e el Rl B K==l ool Han ) Nan)
el =l Nl Ranl B Nan)
= B B Nenl Nen) Nen) Nen) Nan)

| O T | W[ DN —

Tabela 7.5: Tabela verdade relativa a Equacgao ([7.1).

Finalmente, o mapa-K da fungao é mostrado na Figura[7.5]

AB
00| 01|11} 10
c 00| 0]1]O0
1100111

Figura 7.5: Mapa de Karnaugh relativo a Equagao ([7.1)).
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52 Capitulo 7. Mapa de Karnaugh

7.5 Mapa-K na simplificacao de expressoes booleanas

7.5.1 Adjacéncia légica, aglutinagao e replicagao

A simplificacao algébrica de expressoes booleanas baseia-se na utilizagao de duas operacoes: a
aglutinagao e a replicagao.

Se dois termos diferem de apenas um literal (4 e A), a aplicacdao da aglutinacdo permite
simplifica-los em um tnico termo, sem o literal em questao. Tais termos sao ditos logicamente
adjacentes. Isso pode ser exemplificado por

C)+(A-B-C)+(A-B-C)+(A-B-C)
+(B-0). (7.6)

F(A,B,C) = (
=

U:JI =
al Ddl

)

Por sua vez, a replicacao permite que um mesmo termo seja utilizado em simplificacoes
envolvendo diversos outros termos. Um exemplo de replicacao é dado por

F(A,B,C) = -B-C)
B-C

-
Sl
ke

Y+ (A-B-C)
). (7.7)

Il
NN
A &l
+ aql
@ 4+ +
SN

)

Os mapas de Karnaugh sao construidos de tal forma que as adjacéncias geométricas do
mapa sao equivalentes as adjacéncias légicas dos termos das equagoes. Portanto, a combinacao
algébrica dos termos de uma equacao é equivalente a combinagao de termos adjacentes do mapa.
Assim sendo, a equacao pode ser simplificada através da leitura direta da informacao do mapa.
O mapa da Figura[7.6 exemplifica a Equacao (7.6), onde sao realizadas as combinagoes mg+rmy
e ms + mry.

00 01|11} 10

Figura 7.6: Mapa de Karnaugh relativo a Equagao (7.6)).

No mapa, a replicacao é interpretada como a combinagao de um termo com os demais geo-
metricamente adjacentes. O mapa da Figura[7.7 exemplifica a Equagao (7.7), onde o mintermo
myg é replicado para as combinagoes mg + mo € Mg + Mmy.

AB
00| 01|11 110
c 0111011
1{10]0]071]0

Figura 7.7: Mapa de Karnaugh relativo a Equagao (7.7)).
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7.5.2 Selecao sistematica de termos (implicantes ou implicados)

Para as equacoes que possuem uma forma minima tnica, duas defini¢oes sao de grande auxilio
na escolha de termos (implicantes ou implicados) a serem agrupados para simplifica¢ao: termo
essencial e termo primo.

Quando um termo original é coberto por um tnico agrupamento possivel, o termo resultante
do agrupamento é denominado de termo essencial. Isso indica que ele deve ser incluido na
expressao minima que expressa a funcao desejada.

Um termo que nao tenha sido coberto por qualquer agrupamento anterior deve ser incluido
em um agrupamento maximo, o qual serd denominado de termo primo.

Pode-se concluir que todo termo essencial deve ser primo (méximo), mas nem todo termo
primo (méximo) é essencial.

Assim, uma forma sisteméatica de escolha de termos é:

S1 - Identificar todas as possibilidades de agrupamento, através dos maiores grupos
possiveis.

S2 - Marcar todos os termos originais cobertos por apenas 1 agrupamento. Tais
agrupamentos formam os termos essenciais.

S3 - Listar todos os termos essenciais.

S4 - Usar os maiores agrupamentos possiveis (termos primos) para cobrir os termos
originais nao cobertos pelos termos essenciais.

S5 - Listar apenas tais termos primos.

S6 - Montar a expressao minima, a partir das duas listas.

Dada uma fungao, e suas formas SOP e POS, nada se pode garantir em relagao a qual das
duas conduzird a expressao mais simples. Assim, é necessario encontrar a forma minima de
ambas e decidir qual delas é a mais simples.

7.5.3 Mapa-K de funcoes com miiltiplos minimos e mapa ciclico

Algumas equacgoes booleanas nao possuem uma forma minima unica. Isso acontece porque, em
um conjunto de termos da expressao, cada um deles é coberto por mais de um agrupamento de
termos logicamente equivalentes. Assim sendo, nao é possivel selecionar um conjunto tnico de
termos essenciais e/ou primos.

Em tais casos, o que se deve fazer é avaliar as possiveis solucoes e escolher a de menor custo.

Caso ainda existam opc¢oes logicamente equivalentes, todas de mesmo custo, deve-se adotar
algum critério extra de escolha.

A Figura [7.8| apresenta um mapa com multiplas formas minimas, envolvendo o termo ms,
que possui duas solugoes de mesmo custo: i) (mg + my), (ms + my), (Mo + ma) e ii) (my +
TTL4>, (mg + m7), (m3 + m2).

Em alguns casos particulares, todos os termos de um subconjunto dos termos da fungao
sao cobertos por mais de um agrupamento, todos de mesmo custo. Tal subconjunto de termos
forma um ciclo. Mapas de funcoes com tal caracteristica sao denominados de mapas ciclicos.

Nesses casos, deve-se adotar algum critério extra de escolha para quebrar o ciclo.

A Figura apresenta um mapa com ciclo, que possui duas solugoes de mesmo custo: 1)
(mo + ma), (mg + mz), (mg + ms) e ii) (mo + my), (mg + ms), (ms + my).
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54 Capitulo 7. Mapa de Karnaugh

00|01 |11 ] 10

00|01 |11]10

Figura 7.9: Mapa de Karnaugh com ciclo.

7.5.4 Indeterminacoes: don’t-care e can’t-happen

Em alguns problemas, as fun¢oes booleanas podem nao ser completamente especificadas. Nesses
casos, duas situacoes podem ocorrer. Na primeira delas, para uma dada combinacao de valores
dos literais, o valor da fungao nao é relevante (don’t-care). Por outro lado, pode acontecer que
uma determinada combinagao de literais nunca ocorra (can’t-happen). Em ambas as situagoes,
pode-se especificar livremente qualquer um dos valores légicos para a fungao. Na realidade,
atribui-se um valor 16gico indeterminado X, caracterizando-se o aspecto indeterminado da sua
especificacao.

Os valores indeterminados podem ser utilizados no processo de simplificacdo de formas
padroes contendo mintermos ou maxtermos.

A Tabela [7.6| exemplifica uma funcao incompletamente especificada, a qual também pode
ser expressa por

F(A,B,C) =Y m(0,3,4)+> d(2,7) =[] M(1,56) - ][d2.7) . (7.8)

As Figuras [7.10) ilustram os mapas de Karnaugh da fungao, de seus mintermos e de
seus maxtermos, respectivamente.

| Linha || A| B| C | F(A B,C) |
0 olofo 1
1 001 0
2 0110 X
3 011 1
4 11010 1
5 1101 0
6 171710 0
7 11111 X

Tabela 7.6: Tabela verdade de funcao incompletamente especificada.
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00 [01]11]10

Figura 7.10: Mapa de Karnaugh da Tabela [7.6]

AB

00 [01]11] 10

c 0]1|X 1
1 1| X

Figura 7.11: Mapa de Karnaugh dos mintermos da Tabela [7.6]

AB
00| 01]11]10

¢ 0 X |0
110 X110

Figura 7.12: Mapa de Karnaugh dos maxtermos da Tabela [7.6]

Da configuragido de mintermos apresentada no mapa da Figura [7.11] pode-se escrever que

F(A,B,C) = > m(0,3,4)+ Y d(2,7)
(mo 4+ my) + (mg +da) = (
= (mo+my)+ (mz+d7) = ( )+ (B-C) . (7.9)

Da configuragao de maxtermos apresentada no mapa da Figura [7.12] pode-se escrever que

F(A,B,C) = [[M@,5,6) []d27)
(My - Ms) - (Mg -do) = (B+C)-(B+C

As Equacoes e mostram que os valores légicos indeterminados podem ser usados,
ou nao, no processo de simplificacao. Elas ilustram ainda o papel relevante dos valores indeter-
minados na simplificacao de fungoes booleanas.

Deve ser ressaltado que, uma vez escolhidos como “0” ou como “1”, os valores indeterminados
“X” bem como a fungao original, perdem a sua caracteristica de indeterminacao na expressao
minima. Assim sendo, a funcdo minimizada final passa a ser completamente especificada.
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7.6 Exercicios propostos

1. Para os exercicios listados abaixo, considerar as equacoes booleanas apresentadas em
seguida.

(a

Obter a forma SOP padrao da equacao fornecida.

(b) Obter a forma SOP minima, utilizando o mapa de Karnaugh correspondente.

)
)

(c) Obter a forma POS padrao da equacao fornecida.

(d) Obter a forma POS minima, utilizando o mapa de Karnaugh correspondente.
)

(e) Apresentar a expressao minima para fungao.

Equagoes boolenas:
L F(AB.C)={B-[(A-0)+(A-O)]} + (B [(A+0)- (A1)}
ii. F(A,B,C) = {[—(A+B)+c} : [Z+(B+6)]}.

2. Para os exercicios listados abaixo, considerar as equacoes booleanas apresentadas em
seguida.
(a) Obter a forma SOP minima, utilizando o mapa de Karnaugh correspondente.
(b) Obter a forma POS minima, utilizando o mapa de Karnaugh correspondente.

(c) Apresentar a expressao minima para fungao.

Equagoes boolenas:

i. F(A,B,C)=5m(0,2,3,5,7)

ii. F(A,B,C) =Y m(0,1,3,4,5)
iii. F(A,B,C) =Y m(0,1,2,4,6,7)
iv. F(A,B,C,D) =Y m(4,5,11,13,15)
v. F(A,B,C,D)=Y"m(0,1,5,6,7, 14)
vi. F(A,B,C,D) =S m(0,1,2,6,7,8,9, 10, 14)
vii. F(A, B,C,D) =3 m(0,1,2,5,6,7.8,9, 10, 14)
viii. F(A, B,C,D) =Y m(0,1,2,6,7,8,9,10, 14, 15)
ix. F(A,B,C,D)=Y"m(0,1,2,5,6,7.8,9,10, 14, 15)
. F(A,B,C,D)=Y"m(0,1,2,5,6,7,8,9,10, 13, 14, 15)
xi. F(A,B,C, D) ="m(0,2,6,7,8,9, 10,12, 13)
xii. F(A, B,C,D) =Y m(0,2,6,7,8,9,10,12, 13, 15)
xiii. F(A, B,C,D) =Y m(0,1,2,3,5,7,15)
xiv. F(A,B,C,D)=>"m(0,1,2,3,5,7,14,15)
xv. F(A,B,C,D) =Y"m(0,1,2,3,5,7,11, 15)
xwi. F(A,B,C,D) =Y m(0,1,2,3,5,7,13, 15)
xvii. F(A, B,C, D) =Y m(0,2,5,6,8,10, 13)
wiii. F(A, B,C,D) =Y m(0,2,5,7,8,10,11, 13, 15)
xix. F(A,B,C,D)=Y"m(1,5,6,7,11,12,13,15)
xx. F(A,B,C,D) =Y"m(2,3,4,5,6,7,10,12,13,15)
xxi. F(A,B,C, D) =Y m(1,2,4,6,7,9,11, 12, 13, 14, 15)
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Capitulo 8

Sistemas de numeracao

8.1 Introducao

Sistema numérico (number system) X sistema de numeracao (numeral system).
Sistemas numéricos: N, Z, Q, R, C, etc..
Sistemas de numeragao: grupos de numerais (simbolos) que representam quantidades.

Maquinas digitais possuem capacidade de armazenamento finito. Um registro s6 pode
armazenar uma quantidade finita de elementos basicos de informacao e a maquina sé pode
armazenar uma quantidade finita de registros. Portanto, toda quantidade armazenada
serd uma aproximacgao da quantidade original. O sistema de numeragao utilizado pela
maquina tem influéncia direta na qualidade dessa aproximagao.

Da mesma forma, a eficiéncia de uma determinada implementacao para as operacoes
aritméticas bésicas (adi¢dao, subtragao, multiplicacdo e divisao) também é influenciada
pelo sistema de numeracao utilizado pela maquina. Deve ser ressaltado que a eficiéncia
é, geralmente, medida em relagao ao tempo necessario para a realizacao da operacgao, a
quantidade de elementos constituintes utilizados, aos tipos de tais elementos e ao consumo
de energia.

Assim, através da escolha adequada entre as diversas alternativas matematicas para a
representagao de quantidades, bem como da sua implementagdo (méquina e linguagem
de programagao), procura-se reduzir o erro das aproximagcoes e/ou tornar as operagoes
aritméticas mais eficientes.

Sistemas comumente usados em maquinas digitais:

— Posicional.
— Residuos (ou resto).
— Racional.

— Logaritmico.
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Capitulo 8. Sistemas de numeracao

e Sistemas de numeracgao posicional

— Sistema vetorial posicional.

E definido um conjunto basico de digitos ou simbolos S = {s1, S2,- -, sn}-

— Os nimeros z sao representados por grupos de digitos (vetores) pertencentes a S:
T = [dN, s ;d27d1]57 onde d; € S.

— A posicao de cada digito no vetor tem significado.

A cada posicao i é associado um peso numérico w;, o qual é multiplicado pelo digito
d; correspondente: w = [wy, - -, Wy, w1].

— Os digitos d; representam nimeros inteiros, podendo ser positivos e/ou negativos.

— Os pesos podem ser os mais diversos possiveis.
e Sistemas de numeracao de residuos (ou restos)

— Sistema vetorial nao posicional.
— E definido um vetor de elementos primos entre si dois a dois: m = [mq, ma, - -, my].

— Sao calculados os residuos (restos) r; da divisao de um ndmero inteiro x por cada
elemento m;.

— Os numeros z sao representados por um vetor contendo os residuos: & = [r1, 79, , "N]m-

Nas operagoes aritméticas, os residuos podem ser tratados independentemente, acelerando
o processo de célculo.

e Sistemas de numeragao racional

— Representacao de niimeros através de fracgoes.
— Numerador e denominador da fracao sao representados por niimeros inteiros.

— As operacoes aritméticas sao realizadas sem erro, mesmo em uma maquina com
precisao finita.

e Sistemas de numeragao logaritmico

— Um numero real ;o > 1 é definido como base.
— E gerado um conjunto de ntimeros reais L, = {z | |[z| = u/,i € Z} U {0}.

— E objetivada uma melhoria de precisao na representacao dos numeros, conseguida
através de arredondamento geométrico.
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8.2 Sistema de numeracao posicional convencional

Nos itens que se seguem, sao abordados diversos aspectos do sistema de numeracao posicional
convencional:

e Representacao de ntimeros inteiros e fracionarios.

Representagao de nimeros positivos e negativos.

Tabelas de operagoes basicas entre digitos.

Escalamento por poténcia inteira da base.

e Conversao entre bases.

Bases mais comuns em circuitos digitais.

8.2.1 Representacao de nimeros inteiros positivos

Para representar quantidades numeéricas inteiras, positivas e ordenadas, o sistema de numeracao
posicional convencional utiliza um conjunto positivo e ordenado de simbolos simples (digitos)
d; € S = {s1,89,---,sm} ={0,1,2,---,(b— 1)}, juntamente com uma técnica de poderacao
ou escala. O nimero de elementos de S, M = b, é denominado base ou radical (radiz) do
sistema de numeracao. Os pesos ou fatores de escala utilizados sao poténcias inteiras da base
w; € W = {wy, wq, ws, - -} = {b°, 61,02, - -}

Uma visao geométrica modular do processo de representacao pode ser encontrada nas
Figuras - para b = 3. Para representar quantidades ¢ < b, é utilizado apenas um
dos elementos de S, como na Figura [8.1] Para quantidades ¢ > b, como nao existem simbolos
disponiveis, repetem-se os elementos de S, em moédulos de comprimento b, como exemplificado
na Figura [8.2] Porém, isso gera ambigiiidade na representacao, a qual é resolvida através da
combinagao de simbolos, como ilustrado na Figura A cada médulo de b simbolos, sao
justapostos os elementos de S, formando um novo nivel de representacao. Essa técnica é apli-
cada, sucessivamente, cada vez que o numero de possibilidades de representacao se esgota e
uma nova ambigiiidade é gerada pela repeticao de simbolos, como na Figura [8.4]

Em cada nivel da representacao existe um maodulo formado pelos simbolos de S. Em cada
nivel, os médulos sao versoes escaladas daqueles presentes nos demais niveis. Os fatores de
escala sao as poténcias inteiras da base W = {0° b b2, ---}. As mudancas de simbolos, dentro
de cada nivel, sao reguladas pelo fator de escala do nivel. Dessa forma, dentro de cada nivel
L =0,1,2,...,(N — 1), ocorre uma mudanca de simbolos a cada b’ unidades da quantidade
representada.

[0]t]2]

Figura 8.1: Representacao de quantidades ¢ < b, para b = 3.

(0f1]2]0ft]2]0f1]2]

Figura 8.2: Representacao de quantidades ¢ > b, para b = 3, com ambigiiidade.
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0[1]2

0[1]2

0[1]2

Figura 8.3: Representacao de quantidades ¢ > b, para b = 3, com eliminagao da ambigiiidade
através da justaposicao dos digitos.

0[1]2 0\1\2 0\;\2 0[1]2 0\1\2 0Of1]2]0]1]2 0\1\2 0[1]2
1 2

Figura 8.4: Uso repetido da técnica de justaposicao de digitos para representagao de quantidades
q > b, para b = 3, sem ambigiiidade.

Algebricamente, a idéia geométrica modular de uma combinacao de niveis pode ser expressa
por uma soma de niveis de valores, onde o valor numérico de cada nivel k é expresso por um
digito dj, € S, ponderado por um fator wy, € W, conforme a Equagao (8.1)). A notagao pode ser
simplificada através da justaposicao dos digitos, acompanhada da especificacao da base, como
ilustrado na Equagao . Nos casos onde se opera sempre com a mesma base, a sua indicagao
pode ser omitida, como na Equagcao (8.3)).

(1) = (dn X DY) + -+ (do X b?) + (dy x b") + (do x b°) = debk (8.1)
N
(gr)s = Z db* = [dy - - - dadydo]s (8.2)
k=0
N
g = db* = [dy--dydyd] . (8.3)
k=0

8.2.2 Representacao de niimeros fracionarios positivos

Para representar quantidades numéricas puramente fraciondarias, positivas e ordenadas, o sis-
tema de numeracao posicional convencional utiliza o mesmo mecanismo empregado com ntimeros
inteiros. Nesse caso, os pesos w;, usados para ponderar os digitos d;, sao poténcias inteiras e
negativas da base b, conforme a Equacao (8.4).

vy

-N
> bt = [d_

k=—1

(qr)p = (d_y x b))+ (d_g x b)) 44 (d_y x b)) = d_n]p . (8.4)

Na representacao simplificada por um vetor de digitos, emprega-se um simbolo extra para
diferenciar as representacoes de numeros fracionarios, puramente inteiros e puramente fra-
cionarios. Normalmente ¢ utilizado um ponto ou uma virgula, como ¢ ilustrado na Equacao ,
para numeros puramente fracionarios, e na Equacao , para nimeros fracionarios.

QFb—deb =

k=-1

1d 2 di]b == [0 . dfld,Q e di]b . (85)
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—Npg

(@)= (ar)s + (qr)y = Z db* = [dy, -+ dadydo - d_yd_s -+ d_n,]» - (8.6)
k=N
Na representacao utilizada nos circuitos digitais o simbolo extra nao é utilizado, uma vez
que o conhecimento de quantos digitos sao empregados para as partes inteira e fraciondria
transformam-no em uma informagao redundante e, portanto, dispensavel.
Por outro lado, para o uso humano, a redundancia é 1til para facilitar a visualizacao das
partes inteira e fraciondaria, bem como a sua manipulacao.

8.2.3 Representacao de nimeros inteiros negativos

e Na representacao matematica para uso humano, niimeros positivos e negativos sao di-
ferenciados através de um simbolo extra. Niumeros positivos e negativos sao precedidos
pelos simbolos “+” e “—”, respectivamente. Tais simbolos também podem ser interpreta-
dos como operadores unérios. Assim sendo, a menos que seja necessario resolver alguma
ambigiiidade, o simbolo “+” é dispensado, uma vez que nao realiza qualquer modificagao
sobre a quantidade original.

e Na representagao utilizada nos circuitos digitais, ¢ necessario empregar um dos proprios
simbolos utilizados na codificagao de quantidades para diferenciar quantidades positivas
e negativas.

e Representacao numérica

— Base b.
— Digitos d; € S ={0,1,2,---,(b—1)}.
— N digitos.

e Significado dos N digitos

— Digito mais significativo representa o sinal: dy_1 = sy_1.

— Os restantes (N — 1) digitos representam a quantidade numérica.
e Numeros positivos

— Digito mais significativo: dy_1 = sy_1 = 0.
— Representacao: (qr4)s = [sv—1dn—2- - dadidply = [0 dy_2 - - - dadidplp.

— Codificacao: sinal-e-magnitude.
e Numeros negativos

— Digito mais significativo: dy_; = sy_; = (b—1).
— Representacao: (qr—)p = [sy_1dy_o - dodidyly = [(b—1) dy_o - - - dbd|d}]p.
— Codificagoes:
* Sinal-e-magnitude.
% Sinal-e-complemento:
- Complemento a base.
- Complemento a base diminuida.

e A seguir, sao abordadas as codificagoes de niimeros negativos para b = 2.
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Sinal-e-magnitude

e Digito de sinal sem peso numérico (wx_1) na representacao, indicando apenas o valor do
sinal.

O digito de sinal pode ser associado a um fator multiplicativo igual a —1.

Demais digitos representam um valor numérico positivo.

Apresenta dupla representacao para o valor numérico nulo: 4+(0) e —(0).

A Equacao (8.7)) apresenta uma interpreta¢ao numérica da representagao, para b = 2.

Um exemplo é apresentado na Tabela parab=2e N =4.

(Q—)Q = [slN—lle—Z i 'dédidlob
= (=1)"-1 x [(dy_y x 2V72) 4o (dhy x 2%) + (dy x 2Y) + (dfy x 2°)]

= (=1)"-1 x <Z_2d;2k> : (8.7)

’ Binario ‘ Decimal ‘ Interpretacao ‘
o111 7 (+1) - (7)
Of1{1]0 6 (+1) - (6)
O)1]0|1 5 (+1) - (5)
01{01]0 4 (+1) - (4)
0011 3 (+1) - (3)
00110 2 (+1) - (2)
0001 1 (+1) - (1)
010{0]0 0 (+1) - (0)
11010]0 0 (—=1)-(0)
1107071 —1 (—=1)- (1)
110]11]0 —2 (—=1)-(2)
11011 -3 (—=1)-(3)
1117010 —4 (—=1)-(4)
111701 -5 (—=1)-(5)
1{1/1]0 —6 (—1)-(6)
1111 -7 (—=1)-(7)

Tabela 8.1: Tabela de sinal-e-magnitude, para nimero inteiros, b =2 e N = 4.
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Complemento a base diminuida

Para base b = 2, tem-se uma representacao em complemento-a-1.
Digito de sinal tem peso negativo: wy_; = [—(2V~!1 —1)].

Demais digitos representam um valor numérico positivo que, somado ao valor negativo do
digito de sinal, fornece o valor negativo desejado.

Apresenta dupla representacao para o valor numérico nulo: +(0) e —(0).
A Equacao (8.8)) apresenta uma interpretacao numérica da representagao, para b = 2.
Um exemplo é apresentado na Tabela[8.2) parab=2e N = 4.

Pode-se definir o seguinte algoritmo para a conversao entre as representacoes de quanti-
dades positivas e negativas, em complemento-a-1:

— Dada uma representagao numeérica, em complemento-a-1, para se obter sua repre-
sentagao complementar basta que se troque os numerais 0 por 1 e que se troque os
numerais 1 por 0.

(Q—)Q = [5§V—1le—2 i 'dédidi)b
= [V = D]+ [(dy_o x 2V72) + oo (dy x 2%) + (d) x 2') + (df x 2°)]

= [N D)+ (Z d;CQk) . (8.8)

’ Binario \ Decimal \ Interpretacao ‘
o111 7 (0)+(7)
0111110 6 (0) + (6)
011101 5 (0) + (5)
0111010 4 (0) + (4)
010111 3 (0) + (3)
0101110 2 (0) +(2)
010101 1 (0) + (1)
0101010 0 (0) + (0)
1111 0 (=7)+(7)
1{1/1]0 -1 (=7)+ (6)
11101 -2 (=7)+ (5)
1{110]0 -3 (—=7)+ (4)
10111 —4 (=7)+ (3)
1{011]0 -5 (=7)+(2)
10101 —6 (—=7)+ (1)
1170(0]0 -7 (=7)+(0)

Tabela 8.2: Tabela de complemento-a-1, para nimero inteiros, b =2 e N = 4.
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Complemento a base

e Para base b = 2, tem-se uma representacao em complemento-a-2.

e Digito de sinal tem peso negativo: wy_; = (=2V71).

e Demais digitos representam um valor numérico positivo que, somado ao valor negativo do
digito de sinal, fornece o valor negativo desejado.

e Apresenta representacao unica para o valor numérico nulo: 0.

e A Equacao apresenta uma interpretacao numérica da representacao, para b = 2.

e Um exemplo é apresentado na Tabela|8.3] parab=2e N = 4.

e Podem-se definir os seguintes algoritmos para a conversao entre as representacoes de

quantidades positivas e negativas, em complemento-a-2:

— Dada uma representacao numérica, em complemento-a-2, para se obter sua repre-
sentacao complementar basta: i) que se troque os numerais 0 por 1 e que se troque
os numerais 1 por 0 (complemento-a-1) e, em seguida, ii) que seja adicionado 1 ao
digito menos significativo.

— Dada uma representacao numérica, em complemento-a-2, para se obter sua repre-
sentacao complementar deve-se realizar uma busca a partir do digito menos signi-
ficativo. Durante a busca, os digitos nao serao modificados até que seja encontrado
o primeiro numeral 1, que também nao serd modificado. A partir deste ponto, basta
que se troque os numerais 0 por 1 e que se troque os numerais 1 por 0.

e O primeiro algoritmo é mais adequado em processos de adi¢ao, quando ja se dispoe de
um circuito somador.

e O segundo algoritmo é mais recomendado quando se deseja a simples complementacao.

()2 = [5§\771 ?\772 e 'd/Qd/ldE)b
(=2 + [(dy o x 2V72) + - 4 (dg x 2%) + (d} x 2") + (dfy x 2°)]

= (2" N+ (id}ﬂ’“) . (8:9)
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Binario ‘ Decimal ‘ Interpretacao ‘
o111 7 (0)+(7)
0111110 6 (0) + (6)
011101 5 (0) + (5)
0111010 4 (0) + (4)
010111 3 (0) + (3)
0101110 2 (0)+ (2)
010101 1 (0) + (1)
0101010 0 (0) + (0)
1111 -1 (—8) + (7)
1{1/1]0 -2 (—8) + (6)
11101 -3 (—8) + (5)
1{1/0]0 —4 (—8) + (4)
1011 -5 (—8)+(3)
1{011]0 —6 (—8) + (2)
10101 -7 (—8) + (1)
1170]0]0 -8 (—8) + (0)

Tabela 8.3: Tabela de complemento-a-2, para nimero inteiros, b =2 e N = 4.

8.2.4 Representacao de niimeros fracionarios negativos
Equacionamento escalado

e O equacionamento utilizado para a representacao de niimeros inteiros negativos, na base
b = 2, pode ser aproveitado para nimeros negativos puramente fracionarios.

e Uma quantidade puramente fracionaria xp pode ser obtida através da multiplicagao de
uma quantidade inteira x; por um fator de escala F'E adequado (xp = FE - xp).

e Assim, para aproveitar o equacionamento anterior, basta utilizar um escalamento.

e A titulo de exemplo, as Tabelas [8.1] - que representam numeros inteiros, sao trans-
formadas nas Tabelas - para numeros fraciondrios, através do fator de escala
FE=2"3=8"

Equacionamento alternativo

e Um equacionamento alternativo pode ser proposto para nimeros puramente fracionarios,
negativos e ordenados, codificados em complemento-a-2.

e Suponha-se que r é uma quantidade numérica puramente fracionaria, representada na
base b =2, tal que 0 < x < 1.

e Utilizando-se a codificacao em complemento-a-2, a representacao da quantidade negativa
(—x) pode ser equacionada por (—x) = (xc9) = 2 — (z).
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Binario \ Decimal \ Interpretacao ‘
0111 0.875 | (+1) - (0.875)
Of111]0 0.750 | (+1) - (0.750)
Of1/0]1 0.625 | (+1) - (0.625)
011010 0.500 | (+1) - (0.500)
001111 0.375 | (+1) - (0.375)
O(0111]0 0.250 | (+1) - (0.250)
010101 0.125 | (+1) - (0.125)
001010 0.000 | (+1) - (0.000)
10]0]0 0.000 | (—1) - (0.000)
10]0|1] —0.125] (=1)-(0.125)
10]1]0] —0.250 | (—1)-(0.250)
10| 1]1] —0375 | (=1)-(0.375)
11]0[0] —0.500 | (=1)-(0.500)
L1]0[1] —0.625]| (—1)-(0.625)
L1]1[0] —=0.750 | (—=1)-(0.750)
1|1|1]1] —0875 | (—=1)-(0.875)

Tabela 8.4: Tabela de sinal-e-magnitude, para nimeros puramente fracionarios, b =2 e N = 4.

Binario \ Decimal \ Interpretacao ‘
o111 0.875 (0.000) + (0.875)
O(11]0 0.750 (0.000) 4 (0.750)
01101 0.625 (0.000) 4 (0.625)
011010 0.500 (0.000) + (0.500)
00111 0.375 (0.000) + (0.375)
001110 0.250 (0.000) 4 (0.250)
010101 0.125 (0.000) + (0.125)
010{0|0 0.000 (0.000) + (0.000)
11111 0.000 | (—0.875) + (0.875)
11/1]0] —0.125| (—0.875) + (0.750)
11/0]1] —0.250 | (—0.875) + (0.625)
11/0]0] —0.375| (—0.875) + (0.500)
1J0|{1[1] —0.500 | (—0.875)+ (0.375)
1J0|[1[0] —0.625| (—0.875) + (0.250)
10|0]1] —0.750 | (—0.875) + (0.125)
10/0]0] —0.875| (—0.875) + (0.000)

Tabela 8.5: Tabela de complemento-a-1, para nimeros puramente fracionarios, b =2 e N = 4.
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Binario ‘ Decimal ‘ Interpretacao ‘
o111 0.875 (0) 4 (0.875)
011110 0.750 (0) 4 (0.750)
011101 0.625 (0) + (0.625)
0111010 0.500 (0) 4+ (0.500)
010111 0.375 (0) 4 (0.375)
0101110 0.250 (0) 4 (0.250)
010101 0.125 (0) 4 (0.125)
0101010 0.000 (0) 4 (0.000)
111]1] —0.125| (—1)+ (0.875)
1111]0] —0.250 | (—1)+ (0.750)
11/0]1] —=0375 | (—1)+ (0.625)
111/0]0] —0.500 | (—1)+ (0.500)
TI0O|1 1] —0.625| (—1)+(0.375)
11011]0| —0.750 | (—=1)+ (0.250)
110(0]1] —0875 | (—1)+ (0.125)
1/10/0]0| —1.000 | (—1)+ (0.000)

Tabela 8.6: Tabela de complemento-a-2, para niimeros puramente fracionarios, b =2 e N = 4.

8.2.5 Adicao e subtracao em complemento-a-2

e A codificacdo em complemento-a-2 apresenta, entre outras, a grande vantagem de trans-

formar o processo de subtracdo em pura adigao: x; — g = 1 + (—22) = 21 + (2) oo-

e Assim, um tnico bloco somador pode ser usado para realizar as operacoes de adicao e
subtragao de niimeros codificados em complemento-a-2.

e A adicao de dois niimeros puramente fracionarios pode produzir um nimero com parte

inteira.

e Na representacao de niimeros puramente fracionarios, com ponto fixo, nao sao utilizados

digitos para valores inteiros.

e Portanto, um resultado contendo parte inteira é considerado uma situacao de overflow.

Analise de overflow na adigcao em complemento-a-2

e Considerando-se um bloco somador, operando com dados puramente fracionarios, codi-
ficados em complemento-a-2, o sinal de saida carry-out representa uma parte inteira de

valor vy = 2.

e Caso 1: adicao de ntimeros positivos.
0<21<1,0< <l exy =21+ Ts.

Logo: 0 < x4 < 2.

Se 0 < x4 < 1: adicao sem overflow.
Se 1 < z4 < 2: adigdo com overflow.
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e Caso 2: subtracao de nimeros positivos.
0<mz <1, —1<2 <0, (—|22]) g =2 — |22] €
A= (21 +22) =11 — |To]| = 11 + (T2) 0y = 2+ (21 — [72]).
Logo: —1 <zy4 < 1.
Portanto, nesse caso, nao haverd ocorréncia de overflow.
Se x1 > |z3|: resultado positivo, bastando ignorar o sinal de carry-out (rp = x4 — 2).
Se 1 < |xs|: resultado negativo ja codificado (xy = x4).

e Caso 3: adicao de niimeros negativos.
—1 <2y <0, =1 <22 <0, (—|21]) g =2 — |21], (—|22]) g =2 — |22] €
(102) 4 = T1+22 = (=[21]) o+ (=[22]) p = (2 = [21]) +(2 = |22]) = 242 — (|21 + |22])]-
Logo: 0 < |z1]| + |22] <2 = 2 < (z¢2), < 4
Se 2 < (x¢2) 4 < 3: adicao com overflow.
Se 3 < (z¢2) 4 < 4: adigdo sem overflow.
Se o resultado for sem overflow, o mesmo ja estara codificado, bastando ignorar o sinal

de carry-out ((xa)oy = (Tc2) 4 — 2).

Deteccao e tratamento de overflow na adicao em complemento-a-2

e Pelos resultados da analise de overflow na adigao em complemento-a-2, nao é dificil en-
contrar um mecanismo que indique sua ocorréncia.

e A deteccao de overflow pode ser feita através da analise dos bits de sinal dos operandos
e do resultado, bem como do sinal de carry-out do bloco somador.

e As Tabelas[8.7e[8.§ apresentam duas formas de detecgao overflow na adigdo em complemento-
a-2, onde OF = 0 e OF = 1 indicam a auséncia e a presenca de overflow, respectivamente.

e O tratamento de overflow mais comumente empregado é a saturagao no valor maximo
representavel (positivo ou negativo).

[ Caso [[du | dw [ dea|co | OF |

Adigao de 010 0 X | O
positivos 0 0 1 1 X 1
Subtracao 0 1 0 | X 0
de positivos | 1 0 0 | X 0
Adigao de 1 1 0 | X 1
negativos 1 1 1 1 X 0

X = don 't care

OF =0 — sem overflow
OF =1 — com overflow

Tabela 8.7: Forma 1 para deteccao de overflow na adicao em complemento-a-2.
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] Caso H ds1 \ dso \ dsa \ co H OF ‘

Adicao de 1 1 0
negativos

Adicao de 010 0 ]0 0
positivos 1 X
110 1

1 X

Subtragao 0 1 0 ]01| X
de positivos 1 0
110 0

1 X

110 0 |0 X

1 0

110 0

1 X

0| X

1 1

0| X

1 0

X = can 't happen

OF =0 — sem overflow
OF =1 — com overflow

Tabela 8.8: Forma 2 para deteccao de overflow na adicao em complemento-a-2.
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8.2.6 Tabelas de operagoes basicas entre digitos

e Para uma determinada base, as operacoes de adi¢ao e multiplicacao entre digitos podem
ser facilmente definidas por meio de tabelas.

e As Figuras[8.5]- apresentam as tabelas para as bases b =2, b = 3 e b = 4, respectiva-
mente.

e A partir de tais tabelas, definidas para digitos, podem ser definidos algoritmos e imple-
mentagoes para uma operacao envolvendo quantidades genéricas, expressas na base em
questao.

o[ 1] [xJoft1]
0 0] 1 0 [0
1 1]10 101

(+foftj2] [xJof[t[2]
00|12 0J0]0] 0
11 10 1 0[1]2
2 21011 2 0211

(a) (b)

+fofti2[3] [x[of[i[2]3 |
00| 1|23 00]0] 0] 0
112310 101/ 2] 3
223 1011 2 0[2]10] 12
331011 12 30312101

Figura 8.7: Tabelas de operagoes entre digitos para b = 4: (a) adigao e (b) multiplicacao.
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8.2.7 Escalamento por poténcia inteira da base

e Um multiplicador é um circuito com relativa complexidade de implementacao. Conse-
qiientemente, possui relevantes medidas de custo (espaco ocupado, energia consumida e

tempo de operagao).

baixa complexidade de implementagao.

multiplica¢do (valor positivo) ou divisao (valor negativo).

A multiplicacao de ¢ pela base b é definida nas Equagoes (8.11]) e (8.12)).

A divisao de ¢ pela base b é definida nas Equagoes (8.13)) e (8.14)).

obtida através do simples deslocamento dos digitos da representacao.

—Np

(Q)b = (QI)b + (QF)b = Z dkbk = [dNI cododidy - d_qd_g - - - diF]b .

k=N

(@) = (@) x0b

—Np —Np —Np+1 —Np+1
= (Z dkbk) X b= Z A"t = Z dj_1b" = Z di b

k=N; k=N, Nt A
[dN[ "'d2d1d0d,1 -d_ 2d NF]
= [dy, 1 dadoydydy - dyd g d ] -

(@) = (q)yxb"

—Np —Npg —Np—1 —Np—1
= (Z dkb’“> xO0h = = Y bt = > dt
k=N; k=N; k=N;—1 k=N7—1
[dNI...del.dod 1d2...dN

F]

— [dy, - dydiydidy - d o d e d s -

dj, = diq1 -

A Equacao (8.10f) apresenta uma quantidade genérica ¢, representada na base b.

Por outro lado, o escalamento por poténcia inteira da base é uma operagao simples, com

O escalamento pode ser de dois tipos, dependendo do valor da poténcia inteira da base:

De acordo com as Equacgoes (8.10) e (8.14), a implementagao do escalamento pode ser

(8.10)

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14)
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8.2.8 Conversao entre bases
e A seguir, sdo consideradas as conversoes de numeros positivos (inteiros e puramente fra-
cionarios).
Numeros positivos e inteiros

e A conversao da base s para a base ¢ significa que, conhecendo-se os digitos d; da Equagao(S.18|
deseja-se encontrar os digitos d; da Equagcao [8.19

e Considerando-se todas as quantidades expressas na base s, podem-se definir as relacoes
expressas na Equagao [8.17]

e Assim, para que se encontrem os digitos d;, basta que se realizem divisoes sucessivas do
dividendo N; pelo divisor t, gerando-se o quociente N; 1 e o resto d;, e que, no final, os
restos sejam posicionados na ordem adequada.

e Uma vez que o nimero de digitos d; é finito, é garantido que o algoritmo terd um ntimero
finito de passos.

(Q)s - [di] e dlldg]s = (N0>s . (815>

(@)e = [di -~ dudpls - (8.16)

NQ = (dKXtK+"'+d2Xt2+d1Xt1+d0><t0)
= (dg xt" 4t dy x t +dy x %) x t+ (do x 1)

= N1Xt+do
Nl = (dKXtK_1+"'+d2th+d1Xto)

= (dr xt" 24 4 dy x 1) x t+ (dy x t°)
= NQXf‘i‘dl

NK_1 = (dKXt1+dK_1XtO)
= (dK) X 14+ (d[(,l X to)
= NKXt+dK_1

Ni = dg . (8.17)
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Numeros positivos e puramente fracionarios

e A conversao da base s para a base t significa que, conhecendo-se os digitos d; da Equacao m,
deseja-se encontrar os digitos d; da Equagao [8.19]

e Considerando-se todas as quantidades expressas na base s, podem-se definir as relacoes
expressas na Equagao [8.20

e Assim, para que se encontrem os digitos d;, basta que se realizem multiplicagoes sucessivas
do multiplicando puramente fracionario N; pelo multiplicador ¢, gerando-se o resultado
N;_1, que contém d; como parte inteira, e que, no final, os restos sejam posicionados na
ordem adequada.

e Uma vez que nao se pode garantir que o numero de digitos d; sera finito, deve-se estabe-
lecer um niimero maximo de passos para garantir que o algoritmo tera um término.

(q)s = [d_yd s d_jls = (N-1)s - (8.18)

(@) =[dad—z---d_x]; . (8.19)

Nogxt = (daxt +doxt?4+dgxt ™+ +dgxt™)xt
= (doax ")+ (dooxt™ +dsxt P4 +dg x 5
= d_1+N_,

N2xt = (dogxt ™ hdgxt 24 dgxt75) xt

= (doox ")+ (dos x t7h 4+ dg x t75F?)
= da+ N3

(8.20)
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8.2.9 Bases mais comuns em circuitos digitais
e A notacao em base b = 2 é mais adequada para a implementacao de circuitos digitais.
e Para uma base de valor reduzido, a representacao tera um nimero elevado de digitos.

e Para o uso humano, quanto maior é o nimero de digitos, mais trabalhoso é a sua inter-
pretacao e a sua manipulacao.

Para simplificar a representagao, duas bases sao muito utilizadas: octal e hexadecimal.

A base octal emprega b = 8 e digitos d; € S = {0,1,2,---,7}.

A base hexadecimal emprega b = 16 e digitos d; € S = {0,1,2,---,9, A, B, ..., F'}.

Supondo-se niimeros positivos e inteiros, as Equagoes (8.21]) — (8.23)) ilustram as notagoes
nas trés bases.

(qr)2 = (dy x 27) + -+ (dy x 2%) + (dy x 2") + (do x 2°) . (8.21)
(qr)s = (dye x 8%) 4+ (dy x 8%) + (d) x 8") + (dy x 8°) . (8.22)
(qr)16 = (d] x 16%) 4+ --- + (dy x 16%) + (d} x 16) + (dfj x 16°) . (8.23)

e As bases binaria, octal e hexadecimal sao comumente utilizadas em conjunto, devido a
facilidade de conversao entre as trés bases.

e As Equacoes (8.24) — (8.28) ilustram a relagao entre as bases binaria e octal.

dy x 27+ (dyj_1 x 277 4+ (dj_a x 2772) + -+ +
ds x 2°) + (dg x 2%) + (d3 x 2°) +
dy x 2%) + (dy x 2") + (do x 2°)
(dy x 2°) 4+ (djo1 X 2) + (dye x 2°)] x 2772 -+ 4
(d5><2 + (ds x 2") + (d5 x 2%)] x 2% +
(do x 2%) + (dy x 2") + (do x 2%)] x 2°
X 8K) e (dy x 8 + (dfy x 8°)

<QI)2 =

(
(
(
= |
[
[
(d
(

= (qr)s - (8:24)
J—2=3K . (8.25)

[daddo)s = [dy)s - (8.26)

[dsdads]s = [d]s (8.27)

[dydy_1dy_o]a = [dy]s - (8.28)
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o As Equagoes (8.29)) — (8.33]) ilustram a relac@o entre as bases bindria e hexadecimal.

dy x 27) 4+ (dy x 2771+ (dyg x 277%) - (dyg x 277%) - +
dy x 27) + (dg x 2%) + (d5 x 2°) + (dg x 2*) +
ds x 2%) + (dy x 2%) + (dy x 2") + (do x 2%)

(QI)z =

(
(
(
= [(dy x2°) + (djo1 X 2%) 4+ (dyja x 2") + (djos x 20)] x 273+ 4
[(dr x 2%) + (dg x 2%) + (d5 x 2') + (dg x 2°)] x 2* +
[(d5 x 2%) + (d x 2%) + (dq x 2') + (dp x 2°)] x 2°
= (d] x 16%) + -+ (df x 16") + (dy x 16°)
= (ar)6 - (8.29)
J—3=4L. (8.30)
[dsdadydo)s = [d)1 - (8.31)
[d7d6d5d4]2 = [dlll]m . (832)
[deJ_ldJ_QdJ_g]Q = [d/[,,]IG . (833)

e As Equagoes (8.34) — (8.38) ilustram a relagao entre as bases octal e hexadecimal.

x 85) 1 (dfe y x 85 4
X 83) (dfy x 8%) +
) + (df x 8°)
+ (dy_y x 8%)] x 851 4

(QI)s =

(dk
(ds
(d}
[
[
[
(
(

(d
dy x 8') + (dy, x 8%)+] x 8 +
2
(dy x 8') (d’ x 8%)] x 8°
= (df x 16L) o (d) x 16Y) + (df x 16")
= (ar)s - (8.34)
K—1=2L. (8.35)
[dydps = [dghe - (8.36)
[dsds)s = [d]s6 - (8.37)
[dydg_1]2 = [d] )16 - (8.38)

e Embora todas as equacoes tenham sido definidas para niimeros positivos e inteiros, nao é
dificil mostrar que as relagoes se mantém para nimeros positivos e fracionarios.
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8.3 Quantizacgao

Quantizar significa representar, através de uma aproximacao, uma faixa continua de va-
lores originais por uma faixa de discreta de valores correspondentes.

Todo sistema de medi¢ao possui um intervalo minimo de medida (resolucéo da medida).

Por outro lado, todo sistema de numeragao possui um intervalo minimo de representagao
das quantidades numéricas (resolucdo da representacao).

Portanto, toda medida, bem como a sua respectiva representacao, possuem um grau
intrinseco de aproximacao.

Dependendo do parametros considerados, a quantizacao pode assumir diversas clasifi-
cacoes.

Quanto a regularidade da discretizacao efetuada, a quantizacao pode ser classificada como:
uniforme e nao uniforme.

Na quantizacao uniforme é utilizado um intervalo unico de discretizagao.

Na quantizacao nao uniforme sao empregados diversos intervalos de discretizacao diferen-
tes.

Quanto a aproximacao adotada para o valor numérico, podem-se destacar trés tipos de
quantizagao: truncamento, arredondamento e truncamento em magnitude.

O truncamento assume o simples abandono dos digitos menos significativos. Assim sendo,
nao se pode garantir que o valor final seja mais proximo do valor original. Além disso,
dependendo do codigo utilizado para representar a quantidade numérica, o modulo do
valor original pode diminuir ou aumentar.

No arredondamento, é realizada uma analise dos digitos menos significativos, de forma
que o valor final seja mais préximo do valor original.

Em alguns sistemas digitais, é desejado que o médulo dos valores quantizados nunca seja
aumentado. Dessa forma, realiza-se o denominado truncamento em magnitude. Para
alguns codigos, isso significa o simples truncamento do valor original. Para outros, deve-
se efetuar uma anélise do valor original, de forma a garantir que nao ocorra um aumento
no seu modulo.
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8.4 Exercicios propostos

1. Considerando o SNPC, para cada uma das bases listadas abaixo, obter as respectivas
representacoes para as quantidades apresentadas em seguida.

(a) Base b= 2.
(b) Base b = 3.
(c) Base b = 16.

Quantidades numeéricas:

L g =(17)0.
. ¢ =(24)10
i, ¢ = (32)10.
iv. q = (48)10.
v. ¢ = (80)o.
vi. g = (144)1o.

vil. ¢ = (272)10.
vill. g = (528).

2. Considerando o SNPC, com base b = 2, para cada uma das codificacoes listadas abaixo,
obter as respectivas representacoes para as quantidades apresentadas em seguida.

(a) Sinal-e-magnitude.
(b) Complemento-a-1.

(c) Complemento-a-2.

Quantidades numéricas:

i ¢=(—17)1.
. ¢ =(—24)10
i, ¢ = (—32)10.
iv. g = (—48)10.
v. g = (—80)0.
vi. ¢ = (—144)10.

vil. ¢ = (—272)1.
viil. ¢ = (—528).

3. Considerando o SNPC, com base b = 2, com codificacao em complemento-a-2, analise o
resultado das seguintes operagoes:

(a) (00100) + (01001).
(b) (01100) + (01101)
(¢) (00100) + (10111).
(d) (10100) + (01101).
(e) (11100) + (10111)
(f) (10100) + (10011).
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4. Considerando o SNPC, com base b = 2, com codificacao em complemento-a-2, com um
total 5 digitos, para cada uma das quantizacoes listadas abaixo, obter as respectivas
representacoes para as quantidades apresentadas em seguida.

(a) Truncamento.
(b) Arredondento.

(c) Truncamento em magnitude.

Quantidades numéricas:

i. (0010000).
ii. (0010001).
iii. (0010010).
iv. (0010011).
v. (0010100).
vi. (0010101).
vii. (0010110).
viii. (0010111).
ix. (1110000).
x. (1101111).
xi. (1101110).
xii. (1101101).
xiii. (1101100).
xiv. (1101011).
xv. (1101010).
xvi. (1101001).
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Circuitos combinacionais basicos

9.1 Introducao

Escrever...

9.2 Uso de portas logicas como elementos de controle

Escrever...

9.3 Multiplexadores e demultiplexadores

Escrever...

9.4 Decodificadores de linha

Escrever...

9.5 Somadores simples

Escrever...

9.5.1 Half-adder

Escrever...

9.5.2 Full-adder

Escrever...

9.5.3 Ripple-carry adder

Escrever...

79



80 Capitulo 9. Circuitos combinacionais basicos

9.6 Subtratores simples

Escrever...

9.6.1 Half-subtractor

Escrever...

9.6.2 Full-subtractor

Escrever...

9.6.3 Ripple-borrow subtractor

Escrever...

9.7 Complementadores

Escrever...

9.7.1 Complementador-a-1 (bitwise implementation)

Escrever...

9.7.2 Complementador-a-2
Complementador-a-1 + somador

Escrever...

Complementador-a-2 puro (bit-scanning implementation)

Escrever...

9.8 Comparadores

Escrever...
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Apeéendice A

Topicos sobre divisao de nimeros
inteiros

A.1 Algoritmo de divisao inteira

Teorema (Divisao com resto): Para cada inteiro ¢ (dividendo) e cada inteiro positivo d
(divisor), existe um unico par de inteiros @) (quociente) e r (resto), tal que ¢ = d - @ + r, onde
0<r<d.

A.2 Quociente

O quociente pode ser descrito por

o-[3)

onde [(-)] representa o maior inteiro menor que ().

A.3 Resto ou residuo

O resto da divisao de ¢ por d pode ser descrito por
r=Rld=()=c (mod d).

podendo ainda ser denominado de residuo de ¢, moédulo d.

A.4 Congruéncia

Dois nimeros inteiros ¢; e ¢y que, divididos por um terceiro inteiro positivo d, apresentam o
mesmo resto (ou residuo) 7 sao ditos congruentes, médulo d, e sdo representados por

c1 = ¢y (mod d),

onde = denota uma relagao de equivaléncia.
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A.5 Relacoes tuteis

Teorema: Para um mesmo numero inteiro positivo d,
(i) Rala + b = Ry[Rala] + Ra[b]]

(ii) Rqla-b] = Ra[Ra[a] - Ra[b]]

onde + e - denotam, respectivamente, as operacoes de adicao e multiplicacao entre nuimeros
inteiros.

AS.V.
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