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Resumo: O objetivo do presente trabalho foi o estudo e o elaboracao de material didatico
sobre a expansao de fungoes algébricas racionais em fragoes parciais. O assunto em questao
é encontrado tanto em algumas disciplinas bésicas quanto em algumas disciplinas especificas
do Curso de Graduacao em Engenharia, as quais envolvem a andlise e o projeto de sistemas
analogicos e digitais. Dentre as varias motivacoes, pode ser citado o exercicio da geragao de
material autoral, com a visao do aluno e baseado nas necessidades apresentadas por ele. O
material elaborado é disponibilizado no website do Grupo PET-Tele, para download gratuito.
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Abstract: The aim of this work was the study and the development of teaching materials
on the expansion of rational algebraic functions into partial fractions. The issue in question
is found both in some basic subjects as in some specific ones in the Undergraduate Course on
Engineering, which involve the analysis and design of analog and digital systems. Among the
various motivations, it may be cited the practice of generation of copyrighted material, from
the students point of view and based on the needs presented by them. The final document is
available at the website mantained by Grupo PET-Tele, for free download.

Key-words: Programa de Educagao Tutorial (PET), Teaching Materials Development,
Rational Algebraic Function, Partial Fraction Expansion, Analog and Digital Systems.



1 Introducao

Vérias foram as motivagoes para o desenvolvimento desse trabalho. O Programa de Educagao
Tutorial (PET) [urlal, financiado pelo Ministério da Educacao (MEC), exige que os bolsistas
dos grupos PET, ao serem submetidos a uma formacao complementar, desenvolvam atividades
que possuam, cada uma delas, itens relativos as areas de Pesquisa, Ensino e Extensao, bem
como consigam algum tipo de penetracao no curso ao qual o seu grupo pertence. Nesse sentido,
tanto para cumprir um dos requisitos do Programa PET, que é a producao, a manutencao e a
disponibilizacao gratuita, de material didatico autoral, como para incentivar essa pratica, que
nao é regularmente desenvolvida ao longo do curso de graduacao em questao, a mesma € inserida
entre as atividades regulares do grupo PET do Curso de Engenharia de Telecomunicagoes da
Universidade Fluminense (PET-Tele) [urlc]. Além disso, em fun¢ao do tipo de trabalho a ser
desenvolvido por um profissional de Engenharia, é facil perceber que devem ser fomentados, na
sua formacao, o conhecimento, o dominio e a aplicacao de ferramentas matematicas. Por outro
lado, muitas vezes, o material de estudo apresenta um foco extremamente matematico, o que
dificulta a percepcao do problema por parte do aluno. Assim, faz-se necessario, a producao de
textos mais adequados a cada area de atuacao. Da mesma forma, uma adequacgao desses texto
também se faz necessdria para pessoas que estejam se iniciando no assunto. Nesse contexto, a
expansao de fragoes algébricas racionais em fragoes parciais encontra aplicacao em diversas areas
da Matemadtica e da Engenharia. Portanto, ela se faz presente tanto em algumas disciplinas
bésicas quanto em algumas disciplinas especificas do curso de graduagao abordado. Finalmente,
alguns integrantes do Grupo PET-Tele, ao entrarem em contato com o assunto em disciplina
bésica do curso e ao perceberem que o mesmo assunto seria aplicado em outras disciplinas
do curso, propuseram a realizacao do trabalho aqui descrito, com a intencao de facilitar a
compreensao do tema.

Os objetivos fixados foram o estudo da expansao de fragoes algébricas racionais em fracoes
parciais e suas possiveis aplicagoes, o desenvolvimento de exemplos sobre a composicao de
funcoes parciais para melhor visualizacao do problema e a producao de material didatico sobre
o assunto. O foco principal do trabalho foi resumir o assunto de forma simples, segundo a 6tica
dos alunos, baseado nas dificuldades visualizadas por eles.

A metodologia de trabalho adotada foi a mesma utilizada em outras atividades do grupo.
Inicialmente, foi definido o assunto, baseado na argumentacao de alguns integrantes. Em
seguida, foi estabelecida uma bibliografia inicial e foi realizada uma pesquisa sobre o assunto.
Fundamentado na leitura do material bibliografico, o tema foi desenvolvido, seguindo os obje-
tivos definidos. Finalmente, foi elaborado o material didatico.

Este documento esta dividido da seguinte forma. A Secao 2 introduz o problema, abordando
os conceitos basicos envolvidos no trabalho. As fungoes algébricas racionais e a sua expansao em
fragoes parciais, sao definidas na Secao 3. A Secao 4 discute alguns exemplos de aplicacao para
a expansao em fracoes parciais. As férmulas gerais para o calculo dos coeficientes das fragoes
parciais sao abordadas na Secao 5. A Secao 6 apresenta trechos de cédigo de programacao que
podem ser usados como ferramenta extra de estudo. Alguns exemplos numéricos da expansao de
funcgoes racionais em fragoes parciais, empregando as féormulas gerais, sao resolvidos na Segao 7.
Na Secao 8, sao desenvolvidos alguns exemplos literais sobre a composicao de fungoes racionais
a partir de fragoes parciais. Finalmente, as conclusoes e os trabalhos futuros sao apresentados
na Secao 9.



2 Conceitos basicos

As fungoes denominadas de fragoes algébricas racionais ou fung¢oes polinomiais racionais, bem
como a sua expansao em fracoes parciais, aparecem em diversas areas de estudo. Portanto, é
importante que sejam bem compreendidos a sua origem, a sua aplicagao e o seu calculo. Esses
topicos sao brevemente descritos abaixo e cada um deles é abordado nas préximas secoes.

A técnica consiste na fatoracao de uma funcao polinomial racional de ordem qualquer em
uma soma de termos que sao fracoes polinomiais similares entre si e de ordem reduzida.

Algumas aplicacoes sao classicas. A primeira delas é o célculo de Transformadas Lineares
Inversas. Supondo que a funcao em dominio transformado é do tipo polinomial racional, a ex-
pansao simplifica o procedimento de célculo da transformacao inversa, ao lidar com fungoes mais
simples e tabeladas. Na mesma linha de aplicagao, as fragoes parciais podem ser empregadas no
estudo de sistemas lineares e invariantes ao tempo (SLIT), analdgicos, amostrados ou digitais,
descritos por equacoes diferenciais ou equacoes de diferencas. Nesse caso, uma transformacao
da equacao de definicao conduz a uma funcao polinomial racional. Expandindo-se a funcao em
fragoes parciais e tomando-se a transformada inversa de cada uma delas, obtém-se a resposta
do sistema. Um terceiro exemplo de emprego de fracoes parciais diz respeito a implementacao
de um SLIT descrito por uma equacao diferencial ou uma equacao de diferenca. Aplicando-se
uma transformacao a sua equacao de definicao, obtém-se uma funcao polinomial racional que,
uma vez fatorada em fragoes parciais, fornece uma alternativa de implementacao composta
por um arranjo paralelo (soma) de blocos com menor complexidade e com caracteristicas mais
facilmente identificadas.

No tocante ao procedimento de calculo da expansao, o problema se resume a calcular os
coeficientes que aparecem em cada fracao parcial, apds a fatoracao da funcao original.

Além disso, pode-se verificar ainda que, muitas vezes, na demonstragao de formulas gerais,
inicia-se por exemplos simples e, depois, por inferéncia, obtém-se uma forma genérica ou
desenvolve-se um conceito que ird ser usado para gerar a forma genérica. Por outro lado,
muitas vezes, na utilizacao de uma férmula geral, a visualizacao do processo de cédlculo com
exemplos simples facilita a compreensao da ideia geral que a formulacao possui. Baseado nesse
raciocinio, e com o objetivo de tentar melhorar a compreensao do procedimento de obtencao das
fragoes parciais, pode ser de grande utilidade o desenvolvimento de alguns exemplos de com-
posicao de funcoes polinomiais racionais a partir de fracoes parciais. Isso foi feito e também é
abordado a seguir.



3 Fracoes parciais

Em diferentes areas de estudo e em diferentes aplicacoes, é comum a utilizacao de funcoes
que sao definidas por razoes de polindmios de varidveis complexas, com coeficientes reais e
constantes. Tais fungoes, denominadas de fragoes racionais, ou fracoes algébricas racionais ou
funcoes polinomiais racionais, podem ser descritas por

Np(v)  dpv™ 4 dpv™ ' 4+ div +dy
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onde v € C, a;,d; € Rem,n € N.

Para o caso de m > n, F(v) é dita uma fracao imprépria. Por outro lado, se m < n, F(v)
¢ denominada uma fragao propria.

Se Fr(v) for uma fragao imprépria, pode-se separa-la na soma de um polinomio P(v) e de
uma fragdo prépria Fp(v), através da seguinte divisdo de polinomios
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As raizes (ou zeros) dos polindmios Ng,(v) e Dp,(v) sdo os valores de v que anulam tais
polindmios. Os zeros de Np,(v) também anulam Fp(v), enquanto os zeros de Dp,(v) fazem
Fp(v) tender a infinito. Assim, os zeros de Np,(v) e de Dp,(v) sdo denominados, respectiva-
mente, zeros e polos de Fp(v). Se forem contabilizados todos os pontos singulares (zeros,/pélos,
finitos/infinitos) de Fp(v), o nimero de zeros serd igual ao nimero de pdlos.

Levando em consideragao seus pélos e seus zeros, a fungdo Fp(s) pode ser descrita por
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onde zj s@o os zeros de Fp(v), px sdo os pblos de Fp(v) e K, é a constante de ganho de Fp(v),
dada por

Pn)(V = pn1) - (v —=p2)(v—p1)



Como serd abordado nas préximas sec¢oes, assumindo-se que Fp(v) é uma fungao prépria, a
Equacao também pode ser fatorada no somatoério

Frlo) = 5203 =Y R0 =3

(v—pi)

para polos simples, ou no somatdério

M”:ﬁgzz%wzz;d%ﬂ

K Ko Kin
Z (v—=pi)  (v—pi)? (v —pi)M

para polos com multiplicidade M, ou ainda na combina¢ao de ambos os somatorios

Fp(v) = NFP Z Fy(v Z F,

se houver a presenca de podlos simples e de polos multiplos simultaneamente.
Além disso, a Equagao (1)) pode ser reescrita como
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que, da mesma forma, pode ser fatorada no somatorio
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para polos simples, ou no somatério
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para polos com multiplicidade M, ou ainda na combinagao de ambos os somatorios
N
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se houver a presenga de podlos simples e de polos multiplos simultaneamente.

Tal fatoracao, da funcao algébrica racional prépria Fp(v) em func¢oes mais simples Fj(v)
e/ou F;,,(v), é denominada de expansao em fragoes parciais.

Mais detalhes sobre os topicos abordados nessa secao podem ser encontrados nas seguintes
referéncias: [IMD™95], [Lato8], [Mit98] e [OWY83].




4 Exemplos de aplicacao para fracoes parciais

Alguns casos particulares do emprego de fragoes parciais sao discutidos a seguir. Mais detalhes
sobre os tépicos abordados nessa se¢ao podem ser encontrados nas seguintes referéncias: [BD79],
[Ste09], [ZC12], [dIVO05], [dIV13], [NRO9], [Lat9g], [Mit98] e [OWYS&3].

4.1 Calculo de Transformada Inversa

Uma forma de resolver equacoes diferenciais, ordinarias, lineares, com coeficientes constantes, e
de ordem qualquer, é realizar uma mudanca de dominio, através da aplicagao de transformacoes
lineares. Comumente, sao utilizadas a Transformada de Fourier (Ordinéria) e a Transformada
de Laplace (ou de Fourier Complexa).

A mesma ideia é aplicada, no caso da matematica discreta, para resolver equagoes de difer-
encas, lineares, com coeficientes constantes, e de ordem qualquer. Nesse caso, normalmente sao
utilizadas a Transformada de Fourier em Tempo Discreto (Discrete-Time Fourier Transform -
DTFT) e a Transformada Z.

Em ambos os casos, apds realizada a transformacao, a equacao equivalente no dominio
transformado é resolvida. Para finalizar a solucao, o resultado obtido no dominio transformado
deve sofrer uma transformacao inversa. Dado que, no dominio transformado, tais resultados
envolvem fungoes polinomiais racionais, uma das técnicas de calculo da transformada inversa é
quebrar a expressao em fragoes parciais e inverter cada uma delas independentemente.

4.2 (Calculo da resposta ao impulso de um sistema

No estudo de um Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT), o cdlculo da sua resposta,
provocada por um impulso e por um estado inicial nulo, denominada de resposta ao impulso, é
facilitado pelo uso de transformacoes lineares e de fragoes parciais, conforme descrito acima.
No caso de um sistema analdgico, definido por uma equacao diferencial, duas andlises sao
comumente realizadas. Na primeira, a Transformada de Fourier é aplicada a equacao diferencial,

dando origem a Fungdo Resposta em Freqiiéncia H(jw) = Nu (jw), que é a transformada da

Dy (jw

resposta ao impulso, e que possui a forma apresentada na Equagg(()] , onde a variavel v aparece
substituida por jw. Em seguida, a Resposta em Freqiiéncia é fatorada em fragoes parciais.
Finalmente, em cada fracao é aplicada a Transformada de Fourier Inversa, gerando a Resposta
do Impulso h(t) do sistema. Na segunda, a Transformada de Laplace é aplicada a equacao
diferencial, dando origem & Fungao de Transferéncia H(s) = gz 8,
resposta ao impulso, e que possui a forma apresentada na Equacao , onde a variavel v
aparece substituida por s = ¢ + jw. Em seguida, a Funcao de Transferéncia é fatorada em
fracoes parciais. Finalmente, em cada fragao é aplicada a Transformada de Laplace Inversa,
gerando a Resposta do Impulso A(t) do sistema.

No caso de um sistema em tempo discreto (amostrado) ou de um sistema digital (amostrado
e quantizado), definido por uma equacao de diferenca, duas andlises similares sdo comumente

realizadas. Na primeira, a Transformada de Fourier em Tempo Discreto (DTFT) é aplicada a
Ny (e79)
Di(ejn) I
¢ a transformada da resposta ao impulso, e que possui a forma apresentada na Equacao ([2)),
onde a varidvel v aparece substituida por e 7. Em seguida, a Resposta em Freqiiéncia é
fatorada em fracoes parciais. Finalmente, em cada fracao é aplicada a DTFT Inversa, gerando

a Resposta do Impulso h[n| do sistema. Na segunda, a Transformada Z é aplicada a equagcao de

diferenga, dando origem a Fungao de Transferéncia (ou Funcao de Sistema) H(z) = gﬁ Ez;,

que ¢é a transformada da

equacao de diferenca, dando origem & Funcio Resposta em Freqiiéncia H (/%) = que

que é



a transformada da resposta ao impulso, e que possui a forma apresentada na Equagao ({2)), onde
a variavel v aparece substituida por z~! = e~ Em seguida, a Funcéo de Transferéncia é
fatorada em fragoes parciais. Finalmente, em cada fracao é aplicada a Transformada Z Inversa,
gerando a Resposta do Impulso h[n] do sistema.

4.3 Calculo da resposta genérica de um sistema relaxado

No estudo de um Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT), o cdlculo da sua resposta,
provocada por uma determinada entrada e por um estado inicial nulo (sistema relaxado), é
facilitado pelo uso de transformacoes lineares e de fragoes parciais, conforme descrito acima.

Uma primeira técnica é utilizar o mesmo procedimento descrito para a resposta ao impulso.

Um mecanismo de célculo alternativo é baseado no conhecimento prévio da transformada em
questao: H(jw), H(s), H(e’?) ou H(z). Primeiramente, ela é multiplicada pela transformada
da entrada. Em seguida, o resultado é fatorado em fragoes parciais. Finalmente, é aplicada a
transformada inversa sobre cada fracao parcial.

Deve ser ressaltado que o emprego das transformadas H(jw) e H(e’?), que representam
a Resposta em Frequéncia do sistema, estd relacionado ao calculo da sua resposta no Regime
Permanente (ou Estado Estacionario). Por sua vez, o uso das transformadas H(s) e H(z), que
representam a Funcao de Transferéncia do sistema, esté ligado ao cdlculo da resposta completa:
Regime Transitério (ou Transiente) e Regime Permanente.

4.4 Calculo da resposta genérica de um sistema nao relaxado

No estudo de um Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT), o cdlculo da sua resposta,
provocada por uma determinada entrada e por um determinado estado inicial nao nulo (sistema
nao relaxado), é facilitado pelo uso de transformagoes lineares e de fragdes parciais, conforme
descrito acima.

Nesse caso, pode-se utilizar o mesmo procedimento descrito para a resposta ao impulso.

4.5 Implementacao de sistemas utilizando estrutura paralela

No estudo de sistemas lineares e invariantes ao tempo (SLIT), analdgicos e descritos por
equagoes diferenciais ou amostrados (ou ainda digitais) e descritos por equagoes de diferengas,
verifica-se que os mesmos podem ser implementados de diversas formas diferentes. Primeira-
mente, uma transformacao da equagao de defini¢ao (Transformada de Laplace ou Transformada
Z) conduz a Fungao de Transferéncia do sistema (H(s) ou H(z)), que é a uma fungao polino-
mial racional. De acordo com a fatoracao adotada para a Funcao de Transferéncia, diversas
estruturas podem ser propostas para a implementacao do sistema. Por exemplo, pode-se optar
por uma implementagao realizada através de blocos funcionais de menor complexidade (fungdes
polinomiais de menor ordem), onde seja mais facil identificar parametros de interesse e onde seja
mais facil mapear parametros entre dominios (tempo e freqiiéncia). Nesse sentido, a fatoracao
em fragoes parciais fornece, de forma geral, uma alternativa de implementacao composta por
um arranjo paralelo (soma) de blocos com menor complexidade e com caracteristicas mais
facilmente identificadas. No entanto, deve ser ressaltado que, no caso de uma Funcao de Trans-
feréncia com podlos miiltiplos, a fatoracao desses pdlos nao é recomendada, a nao ser em um
caso particular, como sera mostrado a seguir.



5 Foérmulas para o calculo dos coeficientes das fracgoes
parciais

~ . ~ . . . s Np, (v ,
Nesta se¢ao, considerando-se uma fungao polinomial racional prépria Fp(v) = D Evi’ férmulas
P

para o cédlculo dos coeficientes das fracoes parciais sao apresentadas para diferentes tipos de
pélos \; (simples/multiplo, real/complexo) de Fp(v). Mais detalhes sobre os tépicos abordados
nessa se¢ao podem ser encontrados nas seguintes referéncias: [IMD™95], [Ste09], [ZC12], [Lat9§],

IMit9g] e [OWYS3).

5.1 Podlos simples e reais

Pode-se provar que pélos simples e reais geram polinomios do tipo

o) — NFP(U>
A = V) P e ) PRSP R WY BY (P W
_ k’1 + kfz 4t kn—l + kn
(v=21)  (v—=2X) (0=An1)  (0=An)

onde k;, \; € R.
A fim de se calcular a constante k;, deve-se multiplicar Fp(v) por (v — A1), o que fornece

(U—)\l) (U—)\l) (U—Al)
(v —N9) (v — A1) (v—An)

Em seguida, fazendo-se v = A\; ou (v — A1) = 0, obtém-se

+o ot ks

(’U—)\l)'Fp<U):k1+k2 +kn
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Portanto, para pdlos simples e reais \;, o cdlculo das constantes k; é efetuado por

ki = [(v = N) - Fp(0)]| e, i=1,2,---,n. (3)

5.2 Podlos simples e complexos

Pode-se provar que polos simples e complexos sempre ocorrem aos pares de valores complexos
conjugados \; = (0; + jw;) e A\f = (0; — jw;), uma vez que os coeficientes do polindémio Fp(v)
sao reais. Além disso, pode-se provar ainda que as constantes referentes aos pares de polos
complexos conjugados (A; e AF) sdo nimeros complexos conjugados (k; e k). Nesse caso, sdo
gerados polinémios da forma

(U_O-l_jwl)'(v_gl+jw1)' '(U_O-n_jwn)'(v_o-n+jwn)
- ky k; P K
(v—01—jw) (v—o01+jw) (v—0p—Jwn)  (v—0n+ jwn)

Uma vez que os pares de constantes k; sao nimeros complexos conjugados, necessita-se
calcular apenas uma das constantes. Equivalentemente a Equacao , o calculo é realizado por

ki: [(U_Ui_jwi)'FP(U)]|(u:o-i+jwi) ) i:172a"'7n . (4)



5.3 Poblos multiplos

Pode-se provar que pélos miltiplos (reais ou complexos) geram polinomios genéricos do tipo

FP<U) = (]ZF_P(;\;)T
o kO + kl 4t kr72 + krfl
BCED VR CESY CEPVERNCEDYE

onde r é a multiplicidade do pélo A.
Pode-se mostrar que as constantes k; sao calculadas por

(2
kl:z_l';zlﬂ [(U—A)T~Fp(v)]](v:/\) , i=0,1,2,---,(r—1), (5)
ondeil =[i-(i—1)-(i—2)---2-1], para i € N* e, por definigao, 0! = 1.

Aqui, alguns pontos merecem destaque. Primeiramente, deve ser notado que a Equacao
¢ um caso geral para as Equagoes e . Além disso, a fatoragao completa se faz obrigatéria
apenas para o caso geral. Em casos particulares, algumas das fragoes podem nao ser necessarias,
anulando-se os respectivos coeficientes. Finalmente, exceto no caso onde apenas o coeficiente
ko seja nao nulo, a expansao em fragoes parciais nao sera 1til para a realizacao de um sistema
usando uma estrutura em paralelo, se 0 mesmo possuir polos multiplos.

5.4 Formulacao alternativa

Como foi mostrado acima, o calculo dos coeficientes para pdlos multiplos é um caso geral,
podendo ser usado também para o calculo de pélos simples. Portanto, considerando-se polos
multiplos (reais ou complexos) e a fatoragao das fungoes racionais apresentada na Equagao ,
obtém-se polinomios do tipo

Ny (v)
= Ty
o kO kl kr72 ]{371,1
R G T T R e o B FR e PR R i

onde r ¢ a multiplicidade do pdlo A.
Pode-se mostrar que as constantes k; sao calculadas por

1d
il dot

onde il =[i-(i—1)-(i—2)---2-1], para i € N*| e, por definigao, 0! = 1.

b= (=)

[(1=A""0)" - Fp(v)]] i=0,1,2,--,(r—1), (6)

(v=x)
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6 Auxilio computacional

Como apresentado acima, a expansao de uma funcao algébrica racional genérica em fracoes
)
parciais envolve os seguintes passos:

e Se necessario, obter a fragao propria Fp(v), através da divisdo polinomial
Fi(v) = 29— ply) + Fp(v).

Dp, (v)

e Fatorar o seu denominador Dp,(v), para calcular os valores dos seus pélos.
e Aplicar as férmulas de cédlculo, utilizando os valores calculados para os pdlos.

No periodo de aprendizado desse processo, quando sao manipuladas equagoes simples, é
interessante que as respostas de exercicios estejam disponiveis para comparacao. De forma a
possibilitar a formulacao de intimeros exercicios e a disponibilizagao de suas respostas, o auxilio
computacional pode ser bastante 1til. Por outro lado, ao lidar-se com equacoes mais complexas,
o auxilio computacional torna-se imprescindivel.

A fim de fornecer uma ferramenta extra de estudo, foram desenvolvidos trechos de cédigo
de programagao para o ambiente de simula¢ao matematica OCTAVE [urlb], os quais sao apre-
sentados a seguir.

6.1 Calculo da divisao polinomial

h
Yoo oo oo o To oo To o ToTo o ToToTo o oo oo oo fo o o o o o o o o o o o o Jo o Jo T To T o To o
h

% Titulo: Demo da expansao

pA de fracao algebrica racional impropria
yA em polinomio numerador
yA mais fracao algebrica racional propria.

b
ol 1o 6 1o s ToTo 6 o o ToTo o o o ToToTo o o ToTo o o o To oo o o To o o o o To o o o o To o o o To T o o o
h

% impressao do titulo

str_linha = [’ ’,
) )
) \1’1’];

str_titulo = [’ Demo da expansao’,
> de fracao algebrica racional impropria’,
’ em polinomio numerador’,
> mais fracao algebrica racional propria\n’];

fprintf (’\n\n’)

fprintf(str_linha);
fprintf (str_titulo);
fprintf(str_linha);
fprintf (’\n\n’)
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% entrada de dados
str_num = [’Insira os coeficientes do numerador’,
> da fracao impropria’,
> na forma de um vetor [d.M ... d.2d_1d.0]: ’];

str_den = [’Insira os coeficientes do denominador’,
> da fracao impropria’,
> na forma de um vetor [a_N ... a_2 a_1 a_0]: ’];

num_imp = input(str_num);
fprintf (’\n’)
den_imp = input(str_den);
fprintf(’\n’)

% calculo do polinomio numerador e
b do numerador da funcao propria
[pol_num,num_prop] = deconv(num_imp,den_imp);

% saida de dados
str_pol = [’\nCoeficientes do polinomio numerador’,
> [eP ... c_1c0]: [’];

str_num = [’\nCoeficientes do numerador da funcao propria’,
> [b_L ... b1 b_0]: [’];

str_den = [’\nCoeficientes do denominador da funcao propria’,

> [a_N ... a_1a.0]: [’];

fprintf (str_pol)

if (length(pol_num))
fprintf (°%8.3f ’, pol_num)
fprintf (°\b’)

end

fprintf (’I\n’)

fprintf (str_num)

if (length(num_prop))
fprintf(°%8.3f ’, num_prop)
fprintf (°\b’)

end

fprintf (°’J\n’)

fprintf (str_den)

if (length(den_imp))
fprintf(°%8.3f ’, den_imp)
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fprintf (’\b’)
end
fprintf(’J\n’)

fprintf (’\n\n’)
fprintf (str_linha);
fprintf (’\n\n’)

pA
% EOF
yA

6.2 Calculo dos zeros, dos pdlos e da constante de ganho

T
Tolololotototololololotototoloto oo oo o o o o o oo o o o oo tototo o o oo o o o o o o o o oo o o o oto
T

% Titulo: Demo do calculo

YA dos zeros, dos polos e da constante de ganho
YA de uma fracao algebrica racional.

T
Tolololototototolololotototoloto oo oo o olo o o o o o ololo oo totototo oo o o o o o o o o oo o o To o oto
h

% impressao do titulo
str_linha = [’ g
J

\n’];

str_titulo = [’ Demo do calculo’,
> dos zeros, dos polos e da constante de ganho’,
> de uma fracao algebrica racional\n’];

fprintf (’\n\n’)
fprintf (str_linha);
fprintf (str_titulo);
fprintf(str_linha);
fprintf (’\n\n’)

% entrada de dados
str_num = [’Insira os coeficientes do numerador’,
> na forma de um vetor [b_L ... b_2 b_1 b_0]: ’];

str_den = [’Insira os coeficientes do denominador’,
> na forma de um vetor [a_N ... a_2 a_1 a_0]: ’];

num = input(str_num);
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fprintf(’\n’)
den = input(str_den);
fprintf (°\n’)

% calculo dos zeros, dos polos e da constante de ganho
[z, p, k] = tf2zp(num,den);

% saida de dados
str_zeros = [’\nRaizes do polinomio numerador’,
> [z.1=z.2 ... =z_L]l: [’];

str_polos [’\nRaizes do polinomio denominador’,

> [p_1 p.2 ... p_N1: [’];
str_ganho = [’\nConstante de ganho: [’];

fprintf (str_zeros)

if (length(z))
fprintf (° (%8.3f) + j(%8.3f) ’, [real(z’); imag(z’)])
fprintf (°\b’)

end

fprintf (°’J\n’)

fprintf (str_polos)

if (length(p))
fprintf (’ (%8.3f) + j(%8.3f) ’, [real(p’); imag(p’)])
fprintf(’\b’)

end

fprintf (’J\n’)

fprintf (str_ganho)

if (length(k))
fprintf (’%8.3f 7, k)
fprintf (°\b’)

end

fprintf (°’I\n’)

fprintf (’\n\n’)
fprintf (str_linha);
fprintf (’\n\n’)

%
% EOF
A
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6.3 Calculo das fragoes parciais

b

Tttt oo oo o oo o ToToToTo oo oo o o o o o o o o o o o o oo oo o To oo To T ToToToTo T fo o
T

% Titulo: Demo da expansao de fracao algebrica racional
yA em polinomio numerador mais fracoes parciais.
hh

TotooTo o 1o oo o oo To o To oo o o o oo ToTo o To o o o o ToTo o To o o o fo o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o T o
T

% impressao do titulo

str_linha = [’

’ \n’];

str_titulo = [’ Demo da expansao de fracao algebrica racional’,
> em polinomio numerador mais fracoes parciais\n’];

fprintf (’\n\n’)
fprintf(str_linha);
fprintf(str_titulo);
fprintf(str_linha);
fprintf (’\n\n’)

% entrada de dados
str_num = [’Insira os coeficientes do numerador’,
> na forma de um vetor [d_M ... d_2 d_1 d_0]: ’];

str_den = [’Insira os coeficientes do denominador’,
> na forma de um vetor [a_N ... a_2 a_1 a_0]: ’];

num_imp = input(str_num);
fprintf(’\n’)
den_imp = input(str_den);
fprintf(°’\n’)

% calculo do polinomio numerador e
h do numerador da funcao propria
[residuos, polos, pol_num] = residue(num_imp,den_imp);

% saida de dados

str_pol = [’\nCoeficientes do polinomio numerador’,
> [e_P ... c_1 c_0]: [’];

str_res = [’\nResiduos’,
> [k_1 k.2 ... kN: [’];
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str_polos = [’\nPolos’, ...
> [p_1p_2 ... pN]: [’];

fprintf (str_pol)

if (length(pol_num))
fprintf(°%8.3f ’, pol_num)
fprintf(’\b’)

end

fprintf (’J\n’)

fprintf (str_res)

if (length(residuos))
fprintf (° (%8.3f) + j(%8.3f) ’, [real(residuos’); imag(residuos’)])
fprintf (°\b’)

end

fprintf (°’I\n’)

fprintf (str_polos)

if (length(polos))
fprintf (° (%8.3f) + j(%8.3f) ’, [real(polos’); imag(polos’)])
fprintf (°\b’)

end

fprintf (°’J\n’)

fprintf (’\n\n’)
fprintf (str_linha);
fprintf (’\n\n’)

pA
% EOF
pA

6.4 Calculo da composicao de funcao algébrica racional

T
Tololololotototololololotototoloto oo oo oo o o o o o o o o o o o o oo toto oo o oo o o o o o o o o o oo o To oto
T

% Titulo: Demo da composicao de fracao algebrica racional
YA a partir de fracoes parciais.

T
Tololololototololololololototoloto oo oo oo o o o o o o o o o o o o otototo oo o o o o o o o o o o o o oo o To oo
T

% impressao do titulo
str_linha = [’ oo
)

\n’];

16



str_titulo = [’ Demo da composicao de fracao algebrica racional’,
> a partir de fracoes parciais\n’];

fprintf (’\n\n’)
fprintf(str_linha);
fprintf (str_titulo);
fprintf(str_linha);
fprintf (’\n\n’)

% entrada de dados

str_res = [’Insira os residuos’,

> na forma de um vetor [k_1 k_2 ... k_N]: ’];
str_polos = [’Insira os polos’,

> na forma de um vetor [p_1 p_2 ... p_N]: ’];

residuos = input(str_res);
fprintf(’\n’)

polos = input(str_polos);
fprintf(°\n’)

pol_num = [];

% calculo dos coeficientes do numerador e do denominador da funcao
[num,den] = residue(residuos, polos, pol_num);

% saida de dados
str_num = [’\nCoeficientes do numerador da funcao’,
» [b_L ... b_1b0l: [’];

str_den = [’\nCoeficientes do denominador da funcao’,
> [a_N ... a_1 a 0]: [’];

fprintf (str_num)

if (length(num))
fprintf (°%8.3f ’, num)
fprintf(’\b?)

end

fprintf (’J\n’)

fprintf (str_den)

if (length(den))
fprintf (°%8.3f ’, den)
fprintf (’\b’)

end

fprintf (°’I\n’)
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fprintf (’\n\n’)
fprintf (str_linha);
fprintf (’\n\n’)

yA
% EOF
yA
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7 Exemplos de emprego das férmulas para o calculo dos
coeficientes das fracoes parciais

Com o objetivo de tornar claro o processo de calculo dos coeficientes das fragoes parciais através
do uso das formulas de calculo anteriormente apresentadas, alguns exemplos numéricos sao
resolvidos a seguir.

Exemplo 1

Dada a fungao
B 653 + 5552 + 152s + 127

F
1(s) s2 +8s+15 ’
a mesma pode ser fatorada em
6s + 22
Fi(s)=P F =6s+7)+——"7T—"—.
1) = P(s) + Fi(s) = (65 +7) + o
Exemplo 2
Dada a fungao
6s + 22
F ==

P(s) s2+8s+15"
a mesma pode ser fatorada em

6s + 22 K K

Fes) = 53655 " 619 T 515

onde os coeficientes sao dados por

6s + 22 —18+22 4
Ki=1[(s4+3) Fp(s)]|._._a= —— =——==-=2
1 [( ) P( )”5_73 (S+5) s (_3+5) 92
e
6s + 22 —-30+22 -8
Ky =1[(s4+5) - Fp(s)]|.._ .= —— =———=—=4.
2 [( ) P( )”57—5 (8+3> s (_5+3) -2
Exemplo 3
Dada a funcao
s+4
F =4 —
P(s) s2+8s+41"7
a mesma pode ser fatorada em
4 K K
Fp(s) =4 il = o+ -~
(s+4+75)(s+4—75) (s+4+45 (s+4—4b)
onde os coeficientes sao dados por
. s+4 —4 —j35+4
Ki=|(s+4+7j5) Fp(s))|ee_y 5 =4 ——F—= =4 , — =2
1 [( ) ( )” 4—35 (8—}-4-]5) o —d— it (—4_]5+4_]5)

Ko=Kf=2,
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Exemplo 4

Dada a fungao

4s + 46
F =
P(s) s2+8s+41"7
a mesma pode ser fatorada em
4s 4 46 K K
FP(S) = ; — = ! — + & -
(s+4+75)(s+4—375) (s+4+45) (s+4—4b)
onde os coeficientes sao dados por
, 4s + 46 —16 — 520 + 46 .
Ki=|(s+4+35) -Fp(s)]|.__, = —— = , — =2+73
1 [( J ) P( )”37—4—]5 (8+4—j5) — i js <_4_]5+4_j5> J
e
Ky=K{=2-33.
Exemplo 5
Dada a fungao
Fo(s) 10s% + 166s + 524
S) =
r s34+ 1552 + 1215 + 255
a mesma pode ser fatorada em
10s% + 1665 + 524 K K. K.
Fp(s) = : =14 2 4 i,
(s+3)(s+6+77)(s+6—47) (s+3) (s+6+47) (s+6—47)
onde os coeficientes sao dados por
10s% + 166s + 524 90 — 498 4 524
Ky = [(s+3) Fp(s)ll;——s = = =2

(s4+6+77)(s+6—347) |53 (=3+6+757)(=3+6—77)

10s? 4 166s + 524

Ky = [<S+6+j7)'FP(S>]|s:—6—j7 = (S+3)(8+6—]7)
s=—6—47

~ —130+ 7840 — 996 — 51162+ 524  —602 — 5322 A5

T (64743 (6-jT+6—47)  —98+g42 7
e
Exemplo 6

Dada a fungao A A
s+ 1
F I
P(s) s2+6s+9 "’
a mesma pode ser fatorada em
N 48 + ]_4 . KO K1

Fp(S) =

G137 (132 (513)
onde os coeficientes sao dados por

Ko=[(s+3)% Fp(s)]| __,= MHs+14]|,__;=—12+14=2

d ) _d _ _
Ky = — [(s +3)% Fp(s)] > [4s + 14] L Wly—s =4
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Exemplo 7

Dada a fungao
552 + 34s + 59

F —
P(s) s34+ 952 + 275 + 27 '
a mesma pode ser fatorada em
5S2+34S+59 KO K1 K2
F pr— p—
M) = T T 58P 513 (543
onde os coeficientes sao dados por
Ko= [(s+3)* Fp(s)]|,__,= [ps* +34s+59]| __,=45—-102+59=2,
Ki= —[(s+3)° Fp(s)] = — [5s® + 34s + 59] = (10s+34)|,_ ,=-30+34=4
ds s:—3 ds S:—3
e
K L& [(s+3)* Fp(s)] L& [55% + 34s + 59] 1(10) 5
= ——|(s = ——|bs s = - =5.
2 2 d82 P s=—3 2 d52 s=—3 2 s=—3
Exemplo 8

Dada a fungao
252 + 245 + 62

s34+ 1352+ 555+ 75

Fp(s) =
a mesma pode ser fatorada em

282 + 24s + 62 . Kl + K20 4 K21
(s+3)(s+5)2 (s+3) (s+52 (s+5)’

onde os coeficientes sao dados por

FP(S) =

K= (s +3) Pl g = [P ]| S EEEE g
Koo = [(S+5)2'FP(S>”3275 = [282 ?;2_;12;_ 621 i _ - 120462 _(1_2;))+ 02 _ 4
Ky = 5[8—1—5 )] .
_d {25 +245+62]
ds 543 s
_ [ s+ 24)(s+3) — (232+24s+62)]
(s+ 3)2 s
_ { —20 4 24)(— 5+3)—(50—120+62)]
(=5 + 3)?
IR .

(=2)?
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Exemplo 9

Dada a fungao
852 + 725 + 152

Fo(s) —
P8 = 332 1 55s 175

a mesma pode ser fatorada em

852 + 72s + 152 Kl K20 K21
F = = + + ;
P = B (513 152 (515)
onde os coeficientes sao dados por
8s? + T2s + 152 271 —96 + 77
K, = 3) - F = =
= o) Bl = [P < E
852 + 72s + 152 200 — 360 + 152
K&QZZ (S%—5 o [ } = =
| Olle—s= " ).~ =

[(5+5) - Ep(s)]

s=—5

[83 + 72s + 152}
(s+3)

s=—5

=2,

(s +3)

s=—5H

(—=5+3)?

22
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d
ds
B [168"}—72 s—|—3)—(832+723—|—152)}
(=

—80 + 72)(=5 + 3) —(200—360+152)}



8 Exemplos de composicao de fracoes parciais

Com o objetivo de tentar melhorar a compreensao do procedimento de obtencao das fracoes
parciais a partir das fungoes racionais, foram desenvolvidos, no sentido inverso, alguns exemplos
de composicao de fragoes parciais, a fim de gerar fungoes racionais.

A ideia bésica foi a seguinte. Na demonstracao de formulas gerais, muitas vezes, inicia-se por
exemplos simples e, depois, por inferéncia, obtém-se uma forma genérica ou desenvolve-se um
conceito basico que ird ser usado para gerar a forma genérica. Por outro lado, na utilizagao de
uma férmula geral, muitas vezes, a visualizacao do processo de calculo com exemplos simples
facilita a compreensao da ideia geral que a formulagao possui. Baseado nesse ideia, foram
matematicamente calculados varios exemplos de composicao de fragoes parciais, produzindo

NFP (U)

fungoes racionais préprias Fp(v) = Dp o) COM diferentes relacoes entre os graus dos polinomios
P

NFP(”) € DFP(U)'

As composicoes foram criadas através da combinacao de fracoes parciais de diferentes tipos,
levando em consideragao: i) o tipo de coeficiente da fracdo parcial (real/complexo) e ii) o tipo
de pdlo (real/complexo e simples/miltiplo).

A Tabela [§] apresenta um resumo dos exemplos construidos e os seus resultados. As com-
posicoes foram de trés tipos basicos: dois pélos simples, apenas um polo miltiplo e um pdlo
multiplo combinado com um pélo simples. No caso de um pdélo miltiplo, foram construidos
dois tipos de exemplos: apenas a fragao de mais alto grau e todas as fragdes (do grau mais
alto até o grau unitério). Por sua vez, os resultados sao indicados pelo nimero do exemplo e
pelo tipo de fungao racional gerado, que foram: i) “Geral”, para grau(Ng,) = grau(Dp,) — 1,
ii) “Nao geral”, para grau(Ng,) < grau(Dpg,) — 1 e iii) “X”, para nao realizavel. Os exemplos
nao finalizados e os nao construidos até a data da elaboragao deste artigo foram indicados,
respectivamente, como “Terminar” e “Fazer”.

Pdlo Composigao Coeficiente da fracao parcial
Real | Complexo
Simples + Simples Ex.1 - Geral Ex.2 - X
Muiltiplo apenas Fracao tnica Ex.5 - Nao geral | Ex.5 - X
Real Todas as fragoes | Ex.6 - Geral Ex.6-X
Multiplo + Simples | Fragao tunica Ex.7 - Nao geral | Ex.7- X
Todas as fragoes | Ex.8 - Geral Ex.8 - X
Simples + Simples Ex.3 - Nao geral | Ex.4 - Geral
Multiplos apenas Fracao tnica Ex.9 - Nao geral | Ex.10 - Nao geral
Complexo Todas as fragoes | Ex.11 - Terminar | Ex.12 - Terminar
Multiplos + Simples | Fracao tnica Fazer Fazer
Todas as fracoes | Fazer Fazer

Tabela 1: Tabela resumo dos exemplos de composicao de fragoes parciais calculados.
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8.1 Poblos simples e reais

Exemplo 1

Supondo-se fracoes parciais com coeficientes reais e com polos simples e reais, pode-se
escrever

Ky Ky  Ki(s+p2) + Ka(s +p1)

+
(s+p1)  (s+p2) (s +p1) (s +p2)
(K1 + K3)s + (p2 K4 + p1 K>)
s2 4+ (p1 + p2)s + (p1p2)
bis + by N(s)

- s2+a;s+ ag - D(s) = Pls). (7)

Exemplo 2

Investigando-se o caso de fragoes parciais com coeficientes complexos e com pdélos simples e
reais, pode-se escrever

(Kh +.7K11) (KTQ +]Kl2) _ (Kh _'_th)(S +p2) + (KTQ +jK12)<S +p1)

(s +p1) (s + p2) (s +p1) (s +p2)
(KT1 + KTQ)S + (pZKrl +p1K7‘2)
s2 4+ (p1 + p2)s + (p1p2)
j(Kh + Kiz)s +j(pQ](h +p1Ki2)
52 4 (p1 + p2)s + (pip2)
b13 + bg N(S)

B s2+ais+ ag - D(s) = Pls). (8)

De , supondo-se que os coeficientes a; e by sao reais, conclui-se que

Ki2 = _Kil (9)

e, conseqiientemente, como py # py, que

Dessa forma, a Equagao assume a forma da Equacao .
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8.2 Poblos simples e complexos

Exemplo 3

Supondo-se fragoes parciais com coeficientes reais e com polos simples e complexos, pode-se
escrever

K n Ky
(s+o01+jwi) (s+ 02+ jws)

Ki(s+ 09+ jws) + Ko(s + 01 + jwr)
(s + 014 jwi)(s + o2 + jws)
(Kl + KQ)S + (02K1 + O'lKQ) —|—j(w2K1 + leQ)
$2 + (01 + 09)s + (0109 — wiwa) + J(w1 + we)s + j(o1we + oowr)
blS + b(] N(S)
R S = P . 11
s2+a1s+ ag D(s) (s) (11)

De ([11]), supondo-se que os coeficientes ay e by sdo reais, conclui-se que

Wo = —Wq (12)
e, Conseqiientemente, no caso de Wy = —Wwnq 7£ O, que
09 — 01 (13)
(§
K2 - Kl . (14)

Portanto, a Equagao pode ser escrita como

K N K _ K(sto—jw)+ K(s+o+jw)
(s+o+jw) (s+o0—jw) (s+o+jw)(s+o—jw)
(2K)s + (20K)
s?2+ (20)s + (02 + w?)

B bys + bo _ N(s)
= Frasta - D) P(s) . (15)

Em ([15)), observa-se que os coeficientes by sao associados a constante K por um sistema de
2 equagoes a 1 varidvel. Nesse caso, by depende de by e a;. Logo, essa férmula nao representa
um caso geral.
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Exemplo 4

Alternativamente a Equacao (11]), pode-se investigar o uso de fragoes parciais com coefi-
cientes complexos e com polos simples e complexos. Dessa forma, a Equagao (1)) pode ser
escrita como

(Kh +jKi1) (KTQ +jKi2) _

(s+ 01+ jwi)  (s+4 02+ jws)

(Ky, + 7 K,) (5 + 00 + jws) + (K, + K3, ) (5 + 01 + jwi) _
(s + 01+ jwi)(s + o2 + jws)

(Kh + KT2)S + (U2KT1 + Ule) — <W2Ki1 + leiQ)
$2 + (01 + 09)s + (0109 — wiws) + J(w1 + wo)s + J(o1we + o2wr)

J(Ki, + Kiy)s + j(02Ki) + 01Kiy) + j(wa Ky + w1 K _
s2+ (01 + 02)s + (0109 — wiws) + J(w1 + ws)s + J(o1ws + o2wr)

bls+b0 . N(S) .
Trastm D) O )

De (|16)), supondo-se que os coeficientes ay e by sado reais, conclui-se que

Wy = —wq , (17)
e, conseqiientemente, no caso de wy = —wy # 0 e K;, = —K;, # 0, que
092 — 01 (19)
e
K., =K, . (20)

Portanto, a Equagao pode ser escrita como

(K +JK) (K = jK) (K + jKi) (s + 0 — jw) + (K, — jKi)(s + 0 + jw)
(s+o+jw) (s+o0—jw) (s +0+jw)(s+0o—jw)
(2K,)s + (20K, + 2wK;)
s?2 4+ (20)s + (0% + w?)

B bi1s + by _ N(s) _ .
= — Ds) P(s) . (21)

$2 + a8 + ag

Agora, em (121)), observa-se que os coeficientes by sdo associados as constantes K, e K; por
um sistema de 2 equacoes a 2 variaveis. Logo, essa formula representa um caso geral.
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8.3 Apenas poélos miultiplos e reais

Exemplo 5

Supondo-se fracoes parciais com coeficientes reais e com pdlos miltiplos e reais, pode-se
escrever

K2 - (Kg)
(s+p)? 2+ (2p)s+ (p?)
bo N(s)

— pe—— = D(s) = P(s). (22)

A partir de (22), supondo-se que os coeficientes ay e by sdo reais, pode-se mostrar que Ky
nao pode ser complexo.

Exemplo 6

Alternativamente a Equacao , pode-se escrever

K, N K, Ki(s+p)+ K,
(s+p) (s+p)? (s +p)?
(K1)s + (pK; + Ks)
52+ (2p)s + (p?)
bis + by N(s)

T 2 tastay D(s) = Pl (23)

A partir de (23)), supondo-se que os coeficientes ay e by sdo reais, pode-se mostrar que K; e
K5 nao podem ser complexos.

8.4 Poblos miltiplos e reais com pélos simples e reais
Exemplo 7

Supondo-se fracoes parciais com coeficientes reais e com uma mistura de poélos multiplos e
reais com polos simples e reais, pode-se escrever

K, n K3 Ky(s + ps) + Ks(s + p1)°
(s+p1)2 (s+p3) (S ~|—p1)2(3 +p3)
Ka(s +ps) + K3 [s* + (2p1)s + (p7)]
[s2 4+ (2p1)s + (p1)] (s + p3)
(K3)s* 4 [Ky + (2p1) K3] s + [(ps) Ko + (p7) K]
s34+ (2p1 + p3)s® + (p + 2p1ps)s + (Pips)
B bys? + bys + by _ N(s) s

$3 + ans? + a1s + ag
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Em (24)), observa-se que os coeficientes b sdo associados as constantes Ky e K3 por um
sistema de 3 equagoes a 2 variaveis. Nesse caso, by depende de by, by e ai. Logo, essa formula
nao representa um caso geral.

A partir de , supondo-se que os coeficientes a; e by sao reais, pode-se mostrar que K, e
K3 nao podem ser complexos.

Exemplo 8

Alternativamente a Equacao , pode-se escrever

K . K5 . K3
(s+p1) (S +p1)2 (S +p3)
K1(S —|—p1)(8 +p3) -+ KQ(S + p3) + Kg(s +p1)2 _

(S +p1)2(s +p3)
Ky [s* + (p1 + ps)s + (p1ps)] + Ko(s +ps) + Ks [s° + (2p1)s + (p1)] _
[s2 4+ (2p1)s + ()] (s + p3)
(K1 + K3)s* + [(p1 + p3) K1 + Ko + (2p1) K3 s + [(pips) K1 + (p3) K2 + (p?) K] _
s3 + (2p1 + p3)s® + (pF + 2pips)s + (pips)

b282 +b18+b0 o N(S)

s34+ ags? +ais+ay  D(s)

— P(s). (25)

Agora, em ([25)), observa-se que os coeficientes by sao associados as constantes K, Ky e K3
por um sistema de 3 equacoes a 3 variaveis. Logo, essa férmula representa um caso geral.

A partir de (25)), supondo-se que os coeficientes a; e by sao reais, pode-se mostrar que, se
os coeficientes forem complexos, deve-se ter

K, +K;; =0, (26)
Kiy 4+ (p3s —p1)Ki, =0 (27)

e
(pl - p3)2Ki1 =0. (28)

Como p; # ps, tem-se que K;, = K;, = K;, = 0. Logo, os coeficientes nao podem ser
complexos.

28



8.5 Apenas poélos multiplos e complexos

Exemplo 9

Supondo-se fragoes parciais com coeficientes reais e com pélos multiplos e complexos, pode-

Se escrever

onde

K, K, B

-t —— =
(s +o1+jw)?  (s+ 02+ jws)?
Ko(s + 09 + jwa)? + Ky4(s + o1 + jw)?

(s 401+ jwi)?(s + 02 + jws)? B

Ky [s* + (202)s + (03 — w3) + j(2wa)s + j(209ws)] N

(s + o1 4 jw1)?(s + o2 + jws)?
Ky [s2 4 (201)s + (07 — w}) + j(2w1)s + j(20,

wr)] _

(s + o1 + jw1)?(s + 02 + jws)?

(K2 + K4)s® + [(200) K + (201) Ku] s + [(0F — w3) K + (0 — wi) Ky

st + azs? + ags® + a1s + ag + j(c3s® + a8 + 15 + <o)

j2<WQK2 + W1K4)S + j2<0’2W2K2 + 01W1K4>

st + azs® + as® + ars + ag + j(c3s® + ca8? + 15 + <)

bys® + bys + by _ N(s)

s+ assd +ags? +as+ag D(s)

as — 2(0’1 —+ 0'2) s
az = [(40102) + (07 — wi) + (03

a1 = [(201)(03 — w3) + (202)(0% — &) + (o

—wy)]

2

1 _W%)(U

ag = [(—4)(1 + o1 + 02 + 0109) (W1we)]

C3 — 2(0)1 -+ w2> s

co = 2[(o1w1 + oows) + 2(01w2 + o2w1)]

2

5 —

¢ =2 [20102(w + w2) + wa(o] — wi) + w0 — w3)] ,

co = 2 [orwi (05 — w3) + oaws (0}
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)]

+
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De (29), supondo-se que os coeficientes ay e by sdo reais, conclui-se que

Wo = —Wq (38)
e, Conseqﬁentemente, no caso de Wy = —Wwy 7£ O, que
09 = 01 (39)
e
Ki=K> . (40)

Portanto, a Equagao pode ser escrita como

K N K  K(s+o0—jw)?+K(s+o0+jw)’
(s+0+jw)?  (s+0—jw)? (s+ 0+ jw)?(s+ 0 — jw)?
(2K)s? + (40K)s + [2(0? — w?) K]
st + ass? + ass? + a1s + ag

. b282 —|—b18+b0 B N(S) i
st 4 agsd +ags? +ays+ag D(s) P(s)
(41)
onde
az = 4o (42)
az = [(40°) + 2(0? = w?)] | (43)
a; = [(40)(02 —wH 4 (6% - wz)ﬂ , (44)
ap = [4(1 4 20 + o°)w?] . (45)

Em (41]), observa-se que os coeficientes by sao associados a constante K por um sistema
de 3 equacoes a 1 variavel. Nesse caso, b; e by dependem de by e ai. Logo, essa férmula nao
representa um caso geral.
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Exemplo 10

Alternativamente a Equacao , pode-se investigar o uso de fragoes parciais com coefi-
cientes complexos e com poélos multiplos e complexos. Dessa forma, a Equagao pode ser

escrita como

(KTQ +jKi2) + (Km +jKi4)
(s+ o1+ jwi)?  (s+ 02+ jws)?

(Ko, + 7 K3,) (s + 09 + jwa)® + (K, + 5 K;,) (5 + 01 + jwr)? _
(5 + 01+ jwi)?(s + 02 + jwa)?

(K, 4 jK;,) [5° + (209)s + (05 — w3) 4 j(2ws)s + j(20ws)] N
(5 + 014 jwi)?(s + 09 + jws)?
(

(K,, +7K;,) [s* + (201)s + (02 — w?) + j(2w1)s + j(201w1)] _
(s + o1 + jw1)?(s + 02 + jws)?

(K,, + K,,)s* + [(209) K, + (201)K,.,] s + [(05 — w2) K, + (07 —w

st + azs® + as® + a1s + ag + j(c3s® + ca8? + 15 + <)

J2(we K,y + w1 Ky)s + j2(00wa Ky + 0101 Ky)
st 4+ ags? 4+ ags? + a1s + ag + j(c383 + 282 + 15 + )

J(Kiy + Ki)s* + 7 [(202) Ky, 4+ (201) Ky, ) s + 7 [(05 — w3) Ky, + (07 — wi) K]

st + azs? + ags® + a1s + ag + j(czs® + a8 + 15 + <o)
(—2)(&)2}(1'2 + lem)S + (-2)(0’20)2}(1'2 + Ullei4) _

st + azsd + as? + a1s + ag + j(czs® + ca8? + 15 + <)

b232 + bls + bO . N(S) . P(S)
st assd +ags? +ays+ag D(s) ’

onde os coeficientes ay, e ¢ sao definidos em (30) a (37).
De (46|, supondo-se que os coeficientes ay e by sado reais, conclui-se que

Wy = —Ww1 ,
K, = —Kj,
e, conseqiientemente, no caso de wy = —wy # 0 e K;, = —K;, # 0, que
09 — 01
e
K., =K,,
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Portanto, a Equagao (46| pode ser escrita como

(K, + jK;) N (K, + jK;) (K, +jKi)(s+ 0 — jw)?* + (K, + jK;)(s + 0 + jw)?
(s+o+4+jw)? (s+0—jw)? (s + 0+ jw)(s+ 0 — jw)?
(2K,)s? + [(40) K, + (—2w)K;] s + [2(0? — W) K, + (—20w) K]
st 4+ azs® + ags? + a1s + ag
b282 +1718—|—b0 N(S)

= = — P S 3
st 4 azs® + ags? + a;s + ap D(s) (s)

(51)

onde os coeficientes aj, sao definidos em (42)) a (45]).
Em (51f), observa-se que os coeficientes b, sao associados as constantes K, e K; por um
sistema de 3 equagoes a 2 variaveis. Logo, essa férmula nao representa um caso geral.
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Exemplo 11
Alternativamente a Equacao , pode-se escrever

Kl K2 K3 K4
— + — + — —
(s+o01+jwi) (s+01+jwr) (s + 09+ jws) (54 02+ jws)

Ki(s+ 01 + jwi)(s + 03 + jws)? + Ko(s + 09 + jws)? N
(s + 01+ jw1)?(s + 02 + jws)?

Kg(S + 09 + ij)(s + 01 —|—jw1)2 + K4(S + 01 + jW1)2 .
(5 + 01+ jw1)?(s + 09 + jws)?

Ki(s + 01+ jwi) [s* + (202)s + (03 — wi) + j(2wa)s + j(205ws)] n
(5 + 01+ jw)*(s + 09 + jws)?

K2 [82 + (20’2)8 -+ (O’% — wg) —|—j<2a}2)8 +j(20'2bd2)] i
(s + 01+ jw1)*(s + 02 + jwg)?

K3(s + 02 + jws) [s* + (201)s + (0F — wi) +j(2w1)s + j(201w1)] n
(8 + 01+ jwi)?(s + 02 + jws)?

Ky [s* + (201)s + (07 — w}) + j(2w1)s + j(201w1)] _
(s + 01 + jw1)?(s + 02 + jws)?

Ky {s® + (01 + 202) s* + [2 (0102 — wiws) + (05 — w3)] s + [0 (03 — w3) + (—209wiw»)] N

(5 + 014 jwi)?(s + 02 + jws)?

Jwi + 2w2)s® + j2(01ws + Tawy + oaws)s + j [2(0109ws)s + wy (05 — w3)]}
(5 + 01+ jwi)*(s + 09 + jws)?

+

Ky [s* + (202)s 4 (05 — w3) + 7(2w2)s + j(205w;)] .
(5 + 01+ jwi)?(s + 02 + jwa)?

K3{s® + (03 + 201) s> + [2 (0201 — wow1) + (02 — wi)] s + [02 (03 — w?) + (—201waw1 )] N
(8 + 01+ jwi)?(s + 0 + jwa)?

j(w2 + 2w1)32 +j2(02w1 + o1ws + Ulwl)s +J [2(0201601)3 + w2 (U% - W%)]}
(5 + 01+ jwi)?(s + 02 + jws)?

+

Ky [s* + (201)s + (07 — w}) + j(2w1)s + j(201w1 )] _
(s + 01+ jwi)*(s + 02 + jws)?

(Kl + K3)S3 + [(0’1 + 20’2)K1 + K2 + (0’2 + 20’1)K3 + K4] 82 +
st + ags® 4+ ags? + a1s + ag + j(c383 + 282 + 15 + )

{[2 (0'10'2 — wlwg) + (O'% - w%)] Kl + (20’2) K2
st + azsd + ags? + a1s + ag + j(czs® + ca8? + 15 + <o)

2 (0109 — wiws) + (07 — w?)] K3 + (201) Ky} s
st + ags® 4+ ags? + a1s + ag + j(c383 + 282 + 15 + )

{[(1 +01) (03 = wi)] + [(=2) (01 + 02) + (wiwa)] + [(1 + 02) (0f — wi)]}
s+ azsd + ags? 4+ ays + ag + j(czs® + 282 + 15 + )

+
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J (w1 4 2wa) Ky + (wa + 2w1) K3 s
st 4+ ags? 4+ ags? + a1s + ag + j(c383 + c28% + 15 + )

j [2(0’1&)2 “+ o9wi + O'QWQ)Kl + (QWQ)KQ + 2(0’1(4)2 + 09wy + alwl)Kl + (2&)1)[(4] S
st 4 azs® + agss? + a1s + ag + j(c383 + 8% + 15 + )

J{[2(o100w2) + wy (05 — w3)] K1 + 2(00w2) K 4 [2(0100w1) 4+ ws (07 — wi)] K3 4 2(01wa) Ku}
st + azsd + ags? 4+ ars + ag + j(cgs® + ca8? + 15 + o) B

b3s3 + bys® + bys + b N(s
s rbs tbhoth _ NO)_p (52)
st + a3s® + ags? + a1s + ag D(s)
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Exemplo 12

Alternativamente a Equacao , pode-se escrever

(Kﬁ +jKi1) + (KTz +jKi2> + (KT3 +sz'3)

(KM + jKi4)

(s+ 01+ jw)  (s+o01+jw)?  (s+ 09+ jws)

b383 + b282 + blS + bo . N(S)

_ _p
s* + azs® + azs? + ars + ag D(s) (5)

onde os coeficientes aj e ¢, sao definidos em a .
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8.6 Podlos miiltiplos e complexos com péblos simples e complexos
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9 Conclusao e trabalhos futuros

Atendendo a um dos requisitos do Programa PET, integrantes do Grupo PET-Tele identi-
ficaram um tema para elaboracao de material didatico e realizaram a atividade. A expansao
de funcoes algébricas racionais em fragoes racionais foi escolhido por ser um tema comum em
varias disciplinas do curso e, por vezes, nao ser tao facilmente absorvido. Foi realizado um
estudo sobre o assunto e este documento autoral foi elaborado. Espera-se que este documento
seja util aos alunos da graduacgao para um melhor entendimento do tema.

Como ¢ pratica do grupo, pretende-se realizar manutencao periédica do documento elabo-
rado.

Agradecimentos

O grupo PET-Tele da UFF faz parte do Programa de Educagao Tutorial (PET), financiado
pelo Ministério da Educagao (MEC).

O grupo PET-Tele agradece aos alunos da graduacao que leram o documento original,
fornecendo algumas sugestoes para a versao atual.
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